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在 解决 一 个 数学 问题 时 ,如果 我 们 没有 获得 成 功 , 原 
因 常常 在 于 我 们 没有 认识 到 更 一 般 的 观点 ， 从 这 种 观点 
看 来 ， 眼 下 要 解决 的 问题 不 过 是 一 连 串 有 关 问 题 中 的 一 
个 环节 ,采用 这 样 的 观点 之 后 , 不 仅 我 们 所 研究 的 问题 会 
容易 得 到 解决 ， 同 时 还 会 获得 一 种 能 应 用 于 有 关 问 题 的 


希 尔 伯 特 : 《数学 问题 > 1900 年 在 巴黎 第 
二 居 国 际 数学 家 大 会 上 的 演讲 


本 书 中 要 讲 的 问题 是 : “平方 和 ”. 
正 整数 是 否 都 可 写成 两 个 整数 的 平方 和 ? 通过 简单 的 试 


验 合 可 知道 , 例如 从 工 到 30 这 三 十 个 正 整数 中 , 3, 6, 7, 11, 
12，14, 15，19，21，22，23, :24，29，28 和 30 这 十 五 个 数 
不 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 ， 而 其 余 十 五 个 整数 是 可 以 的 
(例如 1=22 十 02, 2 二 13 十 12, 4 二 2 十 03, 5 一 2 十 12， 等 等 ). 
那么 ， 究 竞 什么 样 的 正 整数 可 以 表 成 两 个 整数 的 平方 和 ? 


正 整数 是 否 都 可 写成 三 个 整数 的 平方 和 ? 仍然 作 简 单 的 


试验 便 可 知道 ， 在 不 能 表 成 两 个 整数 平方 和 的 上 面 那 十 五 个 
数 当中 , 除了 7, 15, 23 和 28 之 外 , 其 余 十 一 个 数 均 可 表 成 三 
个 整数 的 平方 和 (例如 3=13 填 1 十 13, 6=12 寺 12 二 2, 11 一 12 
十 十 下 等 等 )， 而 7,15, 23 和 28 均 不 是 三 个 整数 的 平方 和 : 


。 i。 


那么 , 究竟 什么 样 的 正 整 数 可 以 表 成 三 个 整数 的 平方 和 ? 
7, 15, 23 和 28 不 能 表 成 三 个 整数 的 平方 和 ， 但 是 都 可 
以 吉成 四 个 整数 的 平方 和 : 了 = 了 ?十 切 十 1 十 2 ， 15 二 13 十 如 十 
2 十 33， 23 二 2 十 22 十 32 十 33，28 一 J 十 十 12 十 如， 换 句 话说 ， 
30 以 内 的 正 整 数 均 可 表 成 四 个 整数 的 平方 和 . 如 果 你 愿意 
试验 一 下 更 大 的 正 整 数 , 便 会 发 现 它们 似乎 都 可 以 ， 那 么 , 是 
否 每 个 正 整 数 均 可 表 成 四 个 整数 的 平方 和 呢 ? 
更 进一步 ， 一 个 正 整 数 % 有 多 少 种 不 同 的 方法 可 表 成 二 
个 (三 个 或 四 个 ……) 整 数 的 平方 和 ? 例如 25=( 土 四 ?+ 一 
0 十 《 土 耻 ?一 ( 士 3)* 十 (土生 ?= (土生 ?+( 土 3)?” 共 有 12 种 方 
法 表 成 二 整数 平方 和 .将 % 吉成 二 个 (三 个 或 四 个 ……) 整 数 
平方 和 的 表 法 数 有 没有 简单 的 计算 公式 ? 
一 1( 以 及 所 有 负 整 数 ) 显 然 不 能 表 成 整数 的 平方 和 ， 一 1 
也 不 能 表 成 有 理 数 或 者 实数 的 平方 和 .但 是 在 复数 域 中 , 一 
显然 是 平方 和 : 一 1=02 十 必 , 因 滨 = 一， 那么 , 给 了 任意 一 个 
域 三 ， 如何 判别 一 二 是否 为 域 了 中 元 素 的 平方 和 ? 如 果 一 1 
是 域 到 中 元 素 的 平方 和 , 那么 一 1 至 少 是 域 了 中 几 个 元 素 的 
平方 和 ? 如 果 一 1 不 是 中 元 素 的 平方 和 , 那么 域 卫 中 什么 
样 的 元 素 才 是 了 中 元 素 的 平方 和 ? 
一 个 实 系数 多 项 式 flw1, za …， mn) 是 否 可 表 成 一 些 实 
系数 多 项 式 的 平方 和 ? 如 果 /ca za，…， wo) 可 如 此 表示 ， 即 
ol op on) 一 go 0 0 十 gao Vo, er, 0 十 
二 go，0o pp 00) 其 中 9 ga， …, gm 均 是 实 系数 多 项 
式 ， 那 么 对 于 任意 实数 中 ，ge，…，a，j 帮 ai，aa，…，an) 一 
(ga， Way gr) + ga G1, oo， oe, Gn) 2 十 十 gm(0i，C2，…， 
om)” 之 0、 对 于 任意 实数 都 取 非 负 值 的 多 项 式 叫 作 正 定 的 ， 
那么 , 反 过 来 , 正定 的 实 系数 多 项 式 是否 一 定 可 表 成 一 些 实 系 
ea 2 。 


数 多 项 式 的 平方 和 ? 如 果 不 能 , 那么 它 是 否 可 表 成 一 些 实 系数 
有 理 函 数 的 平方 和 ?…… 

这 些 关于 < 平方 和 ”的 数学 问题 听 起 来 通 从 易 慷 ,但 其 
实 都 是 很 不 简单 的 ， 每 个 问题 的 背后 都 有 精彩 的 数学 典 
故 ， 首 先 ， 这 些 问题 都 是 由 著名 数学 家 进行 研究 并 得 到 解决 
的 ， 关于 正 整 数 表 成 二 整数 平方 和 问题 ， 早 在 公元 前 持 番 图 
就 作 过 研究 ， 费 尔 马 于 1642 年 在 给 梅森 (Mersenne) 的 信 中 
就 已 基本 上 猜 出 了 正确 的 结论 ， 欧 拉 也 研究 过 这 个 间 题 ， 但 
是 第 一 个 完全 解决 二 整数 平方 和 与 三 整数 平方 和 问题 的 是 德 
国 大 数学 家 高 斯 (1801 年 , 24 岁 )、 而 四 整数 平方 和 问题 则 是 
由 法 国 数 学 家 拉 普 拉 斯 解决 的 (1772 年 ，23 岁 )， 他 证 明了 ， 
每 个 正 整数 均 可 表 成 四 整数 平方 和 ， 关 于 一 1 在 域 了 中 是 
下 为 平方 和 这 个 问题 ， 德 国 数学 家 阿 廷 (了 . Artin) 和 施 莱 尔 
(Sehreier) 于 1926 年 进行 了 深刻 的 研究 ， 而 一 1 在 域 了 中 
表 成 平方 和 所 需 最 少 元 素 个 数 ， 德 国 数学 家 费 斯 特 (Pfister) 
:于 1967 年 给 出 十 分 漂亮 的 结果 ， 关 于 正定 实 系数 多 项 式 是 
否 可 表 成 实 系数 多 项 式 平方 和 ， 是 由 德国 大 数学 家 希 尔 伯 特 
于 1888 年 进行 研究 , 答案 在 多 数 铺 形 均 是 否定 的 ， 这 促使 他 
退 一 步 问 : 正定 实 系数 多 项 式 是 否 一 定 可 表 成 实 系数 有 理 函 
数 的 平方 和 ?这 是 他 于 1900 年 巴黎 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 
所 提 的 二 十 三 个 著名 数学 问题 中 的 第 十 七 问题 . 这 问题 于 
1927 年 由 阿 廷 所 解决 .本 书 将 介绍 这 几 段 很 不 简单 的 数学 史 . 

其 次 , 上 述 数学 家 在 研究 和 解决 各 种 平方 和 问题 的 时 候 ， 
提出 和 创造 了 新 的 数学 思想 和 方法 ， 这些 新 的 数学 思想 和 方 
法 对 于 推动 数学 发 展 所 起 的 作用 和 巨大 意义 ， 甚 至 超过 了 解 
决 某 些 具体 数学 问题 本 身 的 价值 .正如 我 们 在 前 言 一 开头 引 
用 的 希 尔 伯 特 那 段 话 所 指出 的 , 这 些 数学 家 以 高 观点 来 考察 
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平方 和 问题 , 把 它 作为 更 一 般 癌 题 的 一 个 环节 , 创造 了 研究 和 
解决 更 广泛 问题 的 普遍 方法 , 甚至 由 此 产生 出 一 些 富有 生命 
力 的 新 的 数学 分 支 , 高 斯 研究 二 整数 平方 和 问题 的 方法 , 经 过 
库 默 尔 和 希 尔 伯 特等 人 的 发 展 , 形成 了 数论 一 个 新 的 分 支 -一 
代数 数论 ， 爱 森 斯 过 等 人 对 于 整数 平方 和 表 法 个 数 公 式 的 研 
究 ,产生 了 李 圆 模 函 数理 论 和 模 形式 理论 . 阿 延 和 施 莱 尔 对 于 
一 1 是否 为 平方 和 的 研究 ， 建 立 了 形式 实 域 理论 。 正 是 利用 
这 个 理论 , 一 年 后 阿 迁 解决 了 希 尔 伯 特 第 十 七 问题 . 费 斯 特 对 
一 1 表 成 平方 和 所 需 最 少 元 素 个 数 等 问题 的 研究 ， 建 立 了 新 
的 二 次 型 代数 理论 …… 通 过 各 种 平方 和 问题 ， 本 书 也 想 向 大 
家 介绍 这 些 数学 家 创造 了 哪些 新 的 数学 思想 和 方法 ， 如 何 推 
动 数学 的 发 展 ， 并 由 此 建立 了 哪些 新 的 数学 分 支 ， 

最 后 , 我 们 所 以 能 够 为 中 学 师 生 写 这 本 小 册子 , 是 因为 关 
于 平方 和 的 数学 问题 , 数学 结果 , 甚至 相当 一 部 分 数学 证 明 都 
是 非常 初等 的 ， 我 们 所 选取 的 材料 就 所 需 知 识 面 来 讲 均 属于 
初等 数学 范围 。 除了 中 学 教材 之 外 ， 只 需要 一 点 初等 数论 知 
识 ， 为 了 读者 方便 ,本 书 将 这 些 初等 数论 知识 写成 一 个 简单 
的 附录 , 放 在 书后 供 大 家 参考 ， 如 果 说 大 家 有 什么 困难 , 可 能 
会 是 数学 修养 方面 的 问题 .而 本 书 的 主要 目的 正 是 想 通过 平 
方 和 问题 使 大 家 开阔 眼界 ， 我 们 试图 通过 对 平方 和 这 些 初等 
数学 材料 讲述 非 初 等 的 数学 思想 .把 这 些 材料 当 作 通 向 了 解 
高 等 数学 思想 方法 的 媒介 和 桥梁 ， 以 提高 中 学 师 生 的 数学 修 
养 , 了 解 近代 数学 的 一 些 侧 面 和 轮廓. 除 此 之 外 ,我们 也 希望 
大 家 从 中 领略 到 一 点 数学 美 ， 


冯 克 勘 
一 九 八 九 年 二 月 于 合肥 
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一 、 人 整数 平 方 和 
能 表示 吗 ? 


设 大 是 一 个 正 整 数 。 本 节 要 解决 的 问题 是 : 哪些 正 整数 
可 以 表示 成 万 个 整数 的 平方 和 ? 以 后 把 < 个 整数 的 平方 和 ” 
简称 为 人 平方 和 2 

一 平方 (和 ) 问题 是 很 平凡 的 ， 若 ”为 某 个 整数 的 平方 ， 
则 呈 叫 作 完全 平方 数 ， 设 

n — DIP" 。 ‘prs 

是 的 标准 素 因 子 分 解 式 ( 见 附录 ), 则 为 完全 平方 数 , 当 且 
仅 当 way ra, …， 7 均 为 偶数 ， 而 一 般 地 , 每 个 正 整 数 % 均 可 
唯一 地 表示 成 


n= Mmm, 
其 中 为 正 整 数 ， 而 mr 不 被 任何 素数 的 平方 除 尽 。 也 就 是 
说 , mm 或 者 为 1, 或 者 是 一 些 彼 此 不 同 的 素数 的 乘积 .我 们 将 
m2 和 722 分 别 叫 作 m 的 平方 因子 部 分 和 无 平方 因子 部 分 。 
以 下 从 二 平方 和 问题 谈 起 . 


1， 二 平方 和 一- 一 冰 斯 定理 
正 整 数 % 是 否 为 二 平方 和 ， 相当 于 说 不 定 方程 
0 二 一 
是 否 有 整数 解 (w, y)， 这 个 问题 丢 和 亚 图 (公元 前 409 一 3825) 就 
1。 


研究 过 ， 例 如 他 发 现 了 下 面 的 恒等式 
(@2+62) (ot+g2) = (gc 于 bd) ?+ (be tad)’. 个 
大 家 可 以 将 两 边 展开 直 接 验 证 这 个 恒等式 的 正确 性 ， 人 也 而 以 
像 高 斯 一 样 利用 复数 : 
左边 =|g+bil?.|e+di|?=| (gt+bi) (eradd) | 
=|(gcfbd) + (betad)s |?= 右边 ， 
并 且 由 这 个 恒等式 直接 得 到 如 下 重要 结论 ; 

引 理 1 车 正 整 数 % 和 mm% 均 是 二 平方 和 , 好 nom 也 是 二 平 
方 和 .于 是 (用 数学 归纳 法 即 可 证 出 ) 任 意 有 限 个 二 平方 和 之 
积 仍 是 二 平方 和 . 

从 这 个 引 理 自然 会 使 我 们 想到 首先 需 弄 清 哪 些 素数 是 二 
平方 和 . 因为 车 所 有 的 素数 均 是 二 平方 和 , 那么 由 引 理 二 和正 
整数 的 素 因子 分 解 特性 ， 便 可 推出 每 个 正 整数 均 为 二 平方 和 
了 . 但 不 幸 (也 许 是 更 为 有 趣 ) 的 是 : 不 是 所 有 的 素数 均 为 二 平 
方 和 .下 面 的 定理 圆满 地 解决 了 “素数 何 时 为 二 平方 和 ”这 个 
问题 . 虽然 费 尔 马 (Fermat，1601 一 1665) 等 人 早 就 提出 这 个 
结论 ， 但 是 第 一 个 证 明 被 高 斯 认为 是 由 欧 拉 (Euler, 1707 一 
.4783) 给 出 的 . 

定理 工 ( 欧 拉 ) 素数 p 是 二 平方 和 的 充分 必要 条 件 为 
Pp 一 2 或 者 p==1(mod4)，( 换 名 话说: 素数 jp 不 为 二 平方 各 
P=3(mod 4). ) 

证 明 必要 性 的 证 明 是 容易 的 . 由 于 3 一 413 十， 以 下 设 
9p 是 奇 素数 .如 果 p 是 二 平方 和 , 即 p= 十 妨 , 其 中 和 y 是 
整数 . 则 避 十 妨 寺 0 《modp), 即 2 二 一 Cmo9p). 易 知 pty, 于 


是 同 余 式 两 边 可 同时 除 以 gp, 得 到 (过 ) 三 一 (modp)， 这 意 
味 着 一 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 因 此 p==1(mod4) ( 见 附 录 )， 
e 了 。 


这 就 证 明了 必要 性 . 

充分 性 的 证 明 就 困难 多 了 .， 我 们 要 证 明 当 p=1(mod4) 
时 ,p 是 二 平方 和 ， 首先, 由 p==1(mod 少 知 一 1 为 模 p 的 二 
次 剩余 , 即 有 整数 “ 使 得 

—i(modp). 

a 所属 模 2 同 余 类 中 每 个 整数 均 有 这 个 性 质 ,而 这 个 同 余 类 中 
总 有 一 个 整数 的 绝对 值 小 于 入 ( 见 附录 )， 从 而 我 们 不 妨 假定 
4a|< 与 . 于 是 olas 十 1 即 oa 二 1 一 op, 其 中 各 为 正 整数 , 并 


， 有 mp-et1<(2) +1i<p’, 从 而 I<m<w 一 1。， 至此, 我 


们 证 明了 一 个 初步 结果 : 在 12, 。…, p 一 1 当中 存在 整数 m， 
使 得 mp 为 二 平方 和 . 

”现在 我 们 以 mo 表示 使 得 mop 为 二 平方 和 的 最 小 正 整 
数 ， 由 上 面 所 证 可 知 %。 是 存在 的 ,并且 1<mo<p 一 +， 我们 
的 目的 显然 是 要 证 mo 一 I( 从 而 了 为 二 平方 和 )、 证 明 用 反 证 
法 : 如 果 mo 之 2, 而 mop 一 如 十 8, 其 中 和 9 为 整数 ， 在 v1 
和 多 所 属 的 模 mo 同 余 类 中 总 可 分 别 取 整 数 mo 和 %%， 使 得 


oo| 和 |y| 均 不 超过 -各 9 《为 什么 可 以 这 样 侯 ? ) 即 


mo = (mod mo) (Jool, nl< ee 


如 果 wo 一 一 0, 则 导致 ro|2， 全 这 So<2 1 矛盾 , 因 
此 zo 和 wo 不 全 为 零 , 即 


AN Na m2 . 
| 0<s3+w<( 季 ) +( 香 ) -全 
由 于 ”如 十 锯 二 人 十 六 一 mop 三 0 (mod mo)， : 
可 知 吕 十 乌 一 mmo， 其 中 or 为 整数 并 且 由 0< 驹 十 奶 = 


。3。 


mmo< 2 可 知 Ts< 和 P<. 首 由 恒等式 @ 得 出 


mmp= (+) (好 十 地) 
= (vom Yo) "+ (Voy4 — Yow1) 2 
但 是 worit yoi 三 +=0 (mod mo), 
的 Wo0i 二 01491 一 2 =0 《modmzo) . 
因此 4= 一 ont yoy 示 和 B= 一 ,Cow yor1) 均 是 整数 ， 
并 是 4 ip = mp, 即 ; mp 也 是 二 平方 和 .但 是 


1 和 er<<mio, 这 便 本 me 的 最 小 性 相 了 矛盾， 唯一 的 可 能 性 便 是 
mo 一 1, 即 p 为 二 平方 和 ， 这 就 完成 了 定理 1 的 证 明 . 


上 述 证 明 的 后 一 部 分 采用 的 方法 是 费 尔 马 首创 的 ， 岂 作 


“无 穷 递 降 法 ”。 因为 它 的 证 明 实质 是 : 如 果 mop 为 二 平方 和 
并 且 ozp2， 则 求 出 另 一 正 整 数 oox(=)<mo, 使 得 md2 也 
为 二 平方 和 . 如 果 仍 旧 m1 宇 2, 则 按 同 样 办 法 又 可 找到 正 整数 
ms 过 mi, 使 得 rp 也 为 二 平方 和 ，…… 于 是 我 们 得 到 递 降 的 
正 整数 序列 mo>zz>s>>…。 但 它们 均 是 正 整数 ， 从 而 不 
能 无 穷 递 降下 去 ， 所 以 必然 经 过 有 限 步 达到 值 1。， 我 们 以 后 
在 研究 四 平方 和 问题 时 还 要 用 到 这 个 方法 . 


现在 讨论 任意 正 整数 % 何 时 为 二 平方 和 ， 下 面 定理 给 出 
完整 的 管 案 ， 结 论 本 身 也 是 于 十 七 世纪 由 费 尔 马 等 人 猜测 出 
来 ， 但 是 第 一 个 证 明 是 由 高 斯 (Gauss, 1777 一 1855) 于 1801 
年 给 出 的 . - 

定理 2 (高 斯 ) 正 整数 ”是 二 平方 和 的 充分 必要 条 件 
为 : wm 的 无 平方 因子 部 分 m2 或 者 为 也 或 者 2 的 每 个 素 因子 
均 是 二 平方 和 (由 定理 1， 这 意味 着 mm 的 每 个 素 因子 均 为 3 


sw 


或 人 4 余 1 的 素数 ) 

证 明 充分 性 是 容易 的 . 设 %m*m'， 如 果 mi 的 每 个 索 
因子 均 是 一 平方 和 ， 由 引 理 1 知 m 为 二 平方 和 ,而 m= 
m2 十 03 为 二 平方 和 , 从 而 n= 二 m2m 为 二 平方 和 ， 

现在 证 明 必 要 性 , 即 若 ”为 二 平方 和 , 则 ”的 无 平方 因子 
部 分 m2 或 者 为 1， 或 者 mr 的 每 个 素 因 子 均 是 二 平方 和 ， 我 
们 对 % 作 数 学 归纳 法 当 m=1 时 命题 显然 成 立 ， 现 设 命题 
对 所 有 小 于 %% 的 正 整 数 均 正确 而 nw 为 二 平方 和 : nw 一 他 十 妨 ， 
我 们 要 证 mw 的 所 有 素 因 子 均 为 二 平方 和 . 如 果 n 的 所 有 素 
因子 均 为 二 平方 和 , 则 m 的 素 因子 也 是 如 此 ， 从 而 证 毕 ， 下 
设 %2 有 素 因子 2 不 是 二 平方 和 ， 由 定理 1 知 p 二 3C(mod4)， 


于 是 os 十 op-w=0(modD). 如 果 gz, 则 ( 业 ) = 一 1(modp)， 
这 在 p=3(mod4) 时 是 不 可 能 的 , 因此 pja. 同样 地 | 于 是 
全 |+ 一 mn 即 才 -号 是 整数 , 并且 由 一 (名 ) +( 划 ) 

知 w 为 二 平方 和 ， 由 归纳 假设 知 w 的 无 平方 因子 部 分 的 每 
个 素 因 子 均 是 二 平方 和 ， 个 是 易 知 史 一 -上 和 ww 具 有 同样 的 
无 平方 因子 部 分 mw, 这 就 证 明了 定理 2. 


【 例 】 1989 和 1990 是 否 为 二 平方 和 ? | 
解 ，1989==32.13.17, 无 平方 因子 部 分 为 m =13.17.， 由 
于 18 二 17=1(mod4), 从 而 1989 是 二 平方 和 ， 事 实 上 , 由 于 
13 一 23 十 8, 17 二 22 十 如, 于 是 
1989 = 32?.|2 十 34|2.| 工 十 全 | 
一 3?. | (2+32) ( 工 士 48) 12 一 3 |—10+11il2 
~—32(10+112) 一 302 十 332， 


或 者 1989=3?.|1(2 一 3i) (十 4) |2=32.|14+Bi|2 
一 422? 十 15?. 
而 1990 一 2.5.199, 其 中 199 为 素数 并 且 199 二 =3(mod4) 
由 定理 2 知 1990 不 是 二 平方 和 ， 


从 上 面 例子 可 以 看 出 ， 一 个 正 整数 可 能 有 许多 种 表 成 


二 平方 和 的 方法 . 即 不 定 方程 mw= 人 ze 十 妨 可 能 有 许多 整数 解 
(w, 幼 . 如 1989 就 有 16 种 方式 表 孙 成 二 平方 和 人 史 十 多 其 中 
(w, 急 一 ( 土 30,， 土 33)，( 土 33， 土 30)， 

( 土 42, 土 15),( 土 16,， 土 42). 

而 本 质 上 则 只 有 两 种 解 ， (w, 9) 一 (30, 33) 和 (42, 15), 其 他 
解 均 可 由 这 两 个 解 加 上 负 号 或 交换 x 和 y 的 取 值 而 得 到 . 一 
般 地 , 正 整 数 % 共 有 和 多少 方法 表示 成 二 平方 和 ， 则 是 比 “ 能 否 
表 成 二 平方 和 ”更 为 深入 的 问题 , 我 们 将 它 留 在 下 章 讨论 . 但 
目前 可 以 对 ”为 素数 的 情形 解决 此 问题 . 由 于 2= 卫 十 芋 本 
质 上 只 有 一 种 表示 方法 ， 以 下 只 需 再 讨论 p 是 模 4 余 1 的 素 

数 . 
定理 3( 高 斯 ) 设 p 是 素数 ,并 且 p==1(mod4)， 则 zp 本 
质 上 只 有 一 种 方法 表 成 二 平方 和 . 
证 明 设 p=2 十 如一 43 十 B?， 其 中 64, 5, 4，B 均 为 正 
整数 .我 们 只 需 证 明 一 4 或 者 wx 一 召 即 可 ， 由 于 
p= (0+ A+B) = (ga4 士 DB) (aaB 于 04)2 四 
(gA+6B) (GA4—bB) = 4a(oz 十 9) — b(A?+ B?) 
=A2p— b=0 (mody), 


从 而 ple4 十 5B 或 者 pla4 一 658， 如果 pla4+5B， 注意 - 


w4+bB>0， 由 回 式 可 知 必然 a4+5B=p, aB-54=0. 
于 是 


。6。 


一 一 一 一 一 一 -一 -一 ~ 


因此 4=4, 3~B.。， 同样 若 pla4 一 8B, 则 由 B+54>0 及 
@ 式 可 知 4B+54 一 p, 4s4 一 5B 一 0， 仿 上 面 证 明 即 得 4= 
8, 5==A. 证 毕 . 


练习 求证: 若 正 整数 ”可 表 成 两 个 有 理 数 的 平方 和 , 则 必 可 天成 
两 个 整数 的 平方 和 (提示 : 用 定理 2)， 


2. 四 平方 和 一 一 兼 谈 城 和 四 元 数 体 


我 们 在 上 节 圆 满 解决 了 二 平方 和 问题 . 接 下 来 应 当 是 三 
平方 和 问题 . 但 是 四 平方 和 问题 有 非常 漂亮 的 结果 ， 并 且 证 
明 与 定理 2 的 证 明 非 常 相像 ， 所 以 先 讲 它 。 1770 年 ， 拉 格 朗 
日 (Lagrange,1736 一 1813) 第 一 个 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 .4( 拉 格 朗 日 ) 每 个 正 整数 均 是 四 平方 和 . 

证 明 首先 请 大 家 验证 下 面 的 恒等式 : 

《好 十 姐 十 克 十 8) (组 十 组 十 统 十 纹 ) 
=A+ B+0+D?, ©@ 
其 中 请 —wIY1 Ways Ways t+ vays, 
B=%1y2— vay1— aya t+ ways) 
OC=%1Yst ToYa — Way1— VaYy2, 
D= wys— ways t+ Way — Day1. 

由 恒等式 @ 可 知 , 有 限 多 个 四 平方 和 的 乘积 仍旧 为 四 平 
方 和 ， 因 此 我 们 只 需 证 每 个 素数 2 均 为 四 平方 和 即 可 .由 于 
2 一 工 十 七 十 六 十 0 以 下 设 史 为 奇 素数 .考虑 集合 


M={slo=0, 1, 2, +), 


@ 


N={- +-0, 1 2 瑟 填 


集合 M 中 2 个 数 模 忆 彼此 不 同 余 . 因 若 只 = 从 (mod 


0&n < 二 2 , 则 2 (cx 二 zs) (cs 一 0 但 是 


Too 土 o1 委 2 +23 一 少 一 二 
这 就 导出 了 矛盾， 同样 地 , 集合 六 中 了 二 = 个 数 模 忆 也 彼此 不 
同 余 . 但 是 用 和 六 元 素 个 数 合 在 一 起 为 2 二 十 全 了 一 0 二 
也 而 模 光 同 余 类 只 有 2 个 从 而 集合 好 中 必 有 某 个 史 和 集 
合 六 中 某 个 -上 十 史 是 模 交 同 余 的 ， 即 存在 整数 2 和 ”使 
得 0<z y< 了 +, 并 且 台 = 一 (1+y (modp), 即 民 二 妨 十 
1 二 0(modp)， 于 是 有 正 整 数 和 mm, 使 得 
mp= 人 w+ 十 1 一 02 二 十 02, 
并 且 由 p++1<(2) +(2) +1<p?, 
可 知 1<m<p 一 4， 换 句 活 说 , 我 们 证 明了 : 存在 整数 m, 1<< 
mp 一 1 使 得 mp 为 四 平方 和 . 
接 下 来 又 和 定理 2 的 证 明 一 样 , 用 无 穷 递 降 法 ， 以 mo 表 
示 使 得 op 为 四 平方 和 的 最 小 正 整数 ， 由 上 面 所 证 知 这 样 
的 mo 是 存在 的 ， 并 且 1i<mwo<p 一 4， 我 们 的 目的 是 证 明 
mo 二 1， 车 不 然 , 即 若 m0 之 2, 设 mop 一 胡 十 践 十 如 十 以 ， 其 中 
wi V2， V3; Va 均 为 整数 ， 如 果 mo 是 偶数 , 则 
wi 十 wa 十 V8 十 Oa 三 人 2 十 退 十 仍 十 奶 
一 0aop 兰 0 (mod2), 


在 wi Wa, Wa, m4 中 至 少 有 两 个 数 间 时 为 偶 或 同时 为 奇 . 不 炉 
设 它们 为 zw: 和 zs， 则 ww 二 woe《mod2).， 再 出 上 面 同 余 式 即 知 


ms (mod.2)， 于 是 去 (mw 士 s) 和 十 (wo 士 ww) 均 是 整数 ， 


并 且 
mmo to) (Ge 
27 ( 2 /1\ 3 


十 4 2 一 vd4 2 
+ ) (352) ， 
即 衬 为 四 平方 和 . 这 与 mo 的 最 小 性 相 承 盾 。 所 以 m6 必 
为 奇 儿 这 时 ， 存在 整数 25 使 得 仁 
y= (mod mo), |y| < 了 (=1, 2, 3, 4). 
如 果 y(l<ie< 多 均 为 0, 则 mo|s(1Sie 人 多 ， 从 而 m8| 红 十 
碍 十 碍 十 碍 一 io2, 于 是 mo|2, 这 与 2 二 mo<2 一 1 相 耶 盾 ， 因 
叱 六 (i<i< 人 不 全 为 零 , 即 
1 姑 十 如 二 避 十 且 <4( 2 ) 一 0122 
又 由 于 近 十 嫉 十 名 十 角 三 好 十 坦 十 虽 十 既 
=mop=0 (mod moe), 
于 是 恨 十 咀 十 嫂 十 仍 =m mo, 其 中 mm 为 整数 , 并 县 
I<mmo<m, 即 i<m <m. 
现在 利用 恒等式 @. | 
MD 二 ( 和 十 吧 十 娩 十 8) ( 久 十 组 十 级 二 9) 
= (4A?+B?+0+D?), 
其 中 赤 B, 0, 万 的 表达 式 如 四 式 所 示 ， 我 们 有 
和 一 0301 十 Zag2 十 8393 十 240h 
三 他 十 姐 十 噶 十 代 =mop 震 0 《modmo)， 


B= =71Y9— Voy1— vaya-t vays 
==0102— Veti ~ tata Wats 三 0 (mod mo), 


同样 地 有 O= D=0(mod mo). 人 而 


mp=( 去 ) +( 起 ) 二 ) (二 ) 
是 将 mn 作家 成 四 个 整数 平方 和 ， 但 是 < mo, 这 与 mo 的 
最 小 性 相 矛 盾 。， 因此 必然 mo 一 1， 即 jp 为 四 平方 和 ， 这 就 完 
成 了 定理 4 的 证 明 . 

拉客 郎 日 定理 是 这 样 漂亮 ， 以 至 于 我 们 对 它 本 身 已 没有 
话 要 说 , 只 好 再 说 些 题 外 的 话 ， 首 先 , 由 于 7 不 是 三 平方 和 ， 
从 而 使 每 个 正 整数 均 为 平方 和 的 最 小 5 值 是 4， 其 次 ， 进 
一 步 要 问 : 每 个 正 整 数 n 表 成 四 平方 和 共有 多 少 种 方法 ?这 也 
留 到 下 节 研 究 ， 最 后 , 让 我 们 回 过 头 来 看 一 下 恒等式 @， 这 
个 恒等式 的 直接 验证 并 不 难 ， 初 中 学 生 都 应 当 会 作 ， 问 题 是 
这 个 便 等 式 是 怎样 发 现 的 ? 因为 科学 的 本 质 在 于 发 现 新 事物 ， 
而 验证 是 第 二 位 的 . 这 个 问题 有 历史 上 的 兴趣 ,我 们 也 想 结 
合 这 个 数学 典故 给 大 家 谈 谈 “ 域 " 这 个 概念 . 

高 斯 利用 复数 必 = 一 1 证 明了 关于 二 平方 和 的 恒等式 
Q@， 高 斯 的 观点 是 ， 将 求 不 定 方程 "一 22 十 久 的 整数 解 这 个 
纯 属 整数 范围 内 的 问题 , 放 到 复数 集合 上 来 考察 ， 即 写成 m= 
| 十 初 |*， 而 恒等式 @ 的 证 明 不 过 利用 了 关于 复数 绝对 什 
的 一 个 简单 事实 ， 任意 二 复数 的 绝对 值 之 积 等 于 它们 之 积 的 
绝对 值 , 即 jal .|B8| = |a8|.， 我 们 是 否 能 找到 一 个 别 的 什么 
“ 数 ” 的 集合 代替 复数 集合 ， 然 后 用 这 种 新 的 数 集合 的 性 质证 
明 恒 等 式 图 ? 

复数 集合 中 是 可 以 进行 加 减 乘除 四 则 运算 的 〈 其 中 作 除 
法 时 除数 不 为 0)， 并 且 加 法 和 乘法 满足 结合 律 、 交换 律 和 分 
es 10。 


遍 律 ， 这 样 的 代数 结构 在 近世 代数 中 叫 作 域 .今后 把 复数 域 
记 作 CG， 事实 上 , C 有 许多 也 集合 也 是 域 , 如 有 理 疾 域 Q、 实 
数 域 R 等 等 ， 再 比如 , 设 整数 4 不 是 完全 平方 数 , 册 Va 不 
是 有 理 数 . 令 

~ Q(Va)= {otB Vdlo, BEQ}, - 
这 是 比 有 理 数 域 @ 更 大 的 域 ， 请 大 家 验证 集合 QCV 3) 满 
足 域 的 上 述 所 有 条 件 . 这 里 我 们 只 举例 验证 Q@(~MG) 中 可 
作 除 法 : 设 w+BYVG 和 7+8 MT 均 属 于 QCVG), 其 中 
B, 7, 8SEQ, 并 且 > 上 +3Sw 9 #0. 因此 7 和 8 不 全 为 9， 由 
d 不 是 完全 平方 数 可 知 
(HS (一 SVG) =y -040, 


因此 


w+BWG _ (+BVG) (y— 8V 0 
7 上 SI . yd 
ol ， BY— aS 
?2 一 -0 3 yi ad BBV 
oy Bad -3 一 0 8 


Q(V dG). 从 而 CV 可) 中 可 作 除 法 

我 们 前 面 所 谈 的 域 都 是 比 复数 域 @ 小 的 域 .那么 是 否 有 
比 @ 更 大 的 域 呢 ? 设 是 一 个 未 定 元 (事实 上 , 只要 名 不 是 任 
何 复 系数 多 项 式 的 根 即 可 )， 设 jc) 和 9g(w) 是 两 个 复 系数 的 


(关于 2 的 ) 多 项 式 , 并 且 g(w) 不 恒 等 于 0， 则 -中 作 有 


理 函 数 ， 所 有 这 种 有 理 西数 对 于 大 家 所 学 过 的 通常 加 减 乘除 
运算 形成 一 个 域 ， 这 叫 作 复数 域 0 上 的 有 理 函 数 域 ， 表 示 成 
C(tz)， 由 于 每 个 非 零 复数 看 成 是 零 次 多 项 式 ， 从 而 C(z) 包 
含 0, 即 G(o) 是 比 G 更 大 的 域 。 类 似 地 我 们 有 实数 域 及 上 的 
有 理 函 数 域 及 (2) ( 即 多 项 式 系 数 均 是 实数 )， 有 理 数 域 @ 上 


。 TIL 。 


的 有 理 函 数 域 @(w) 等 等 . 

另 一 方面 ， 是 否 有 一 种 代数 结构 ， 它 满足 域 的 几乎 所 有 
性 质 ， 只 是 乘法 不 必 满 足 交 换 律 ， 即 c 和 ba 不 一 定 相等 ? 
这 样 的 代数 结构 叫 作 体 . 第 一 个 这 样 的 例子 是 由 哈密 尔 上 顿 
(Hamilton ,1805 一 1865) 发 现 的 , 叫 作 四 元 数 体 , 表示 成 豆 . 
它 的 每 个 元 素 ( 叫 作 四 元 数 ) 写 成 形式 

om watt Ved Wak, 
其 中 由，za，za wm4 均 是 实数 ， 
四 元 数 的 加 减法 采取 通常 形式 , 即 
(m1+ m1 + vaj+ wah) + (0 十 2 十 ya 了 十 ou) 
= (goi 士 扩 ) 十 (zs 士 ba)5 二 (sa 十 gs)9 二 (ca 士 Va)8。 
而 乘法 则 有 以 下 的 乘法 未 : 
订 一 b 一 一 入 衣 一 6 一 一 避 ， 及 一 j 一 一 访 ， 
讼 一 六 二 有 一 —1; 
并 且 对 每 个 实数 a 和 每 个 四 元 数 w，au=ag。 然后 用 分 配 律 
就 可 作 任意 两 个 四 元 数 的 乘积 ， 例如 设 21，%s，%s，%u 均 为 
实数 , 则 
(m1+ wot ws d+ mab) (m1— wa ~ Vj ~— Lah) 
二 人 ;一 婚 训 一 太一 人 0 忆 十 (Wop1 一 wD) 多 
+ (wap1™— p108) I + TaD1~— V1V4) h 
一 oazs (dj + jo) — weral jh + hj) — tava bit+ih) 
一 哄 十 戏 十 台 十 噬 . © 
我 们 把 wi1— wa — Wad — wab 岂 作 四 元 数 a=w1t w+ rsj + wah 


的 共 声 ， 麦 示 成 世 ， 而 把 实数 ( 邓 十 唱 十 中 十 友 秋 加 作 w 的 绝 
对 值 , 表示 成 jx| ， 那 么 公式 @ 表 明 
oa 一 aa 一 |o|2。 


。 412。 


如 果 a 夫 0( 即 D1, V2, V3, Vs 不 全 为 0)， 则 la|>>0. 从 而 


这 表明 飞 林 一 朴 二 9 机 (wp1— Wai — vad — Lab) 为 a 的 
将 了 天 对 任意 两 咎 四 天 各 而 BC(B 关 0),， 风 四 元 
数 -5 -so 和 BT Ba 分 别 是 方程 a 一 zB 和 mpBw 的 解 . 
这 就 表明 四 元 数 集合 中 有 除法 运算 ， 不 过 由 于 乘法 没有 交换 
律 (例如 禄 = 一 各 0 方程 w=z8 和 w= Bz 的 解 可 能 不 同 , 所 
以 我 们 不 能 将 解 写 成 这 种 分 式 的 形式 . 于 是 豆 是 体 . 
设 a=wi 一 zz 一 29aj 一 Zab,， B=yi 了 yw 十 Ya) 十 Ys,. 则 可 
直接 用 分 配 律 算出 : 
aB=A+Bi+O0j+DE, .© 
其 中 4, B, 0, 刀 如 图 式 所 示 ， 著 将 wm 改 成 久 ， 而 将 妇 政 
成 z， 则 wa 和 B 分 别 变 成 B 和 a， 而 由 @ 式 知 4， B; 0O, D 
分 别 变 成 4, 一 8B， 一 0， 一 DD， 于 是 @ 式 变 成 
B.a=A- Bi~0j— DE= (Cap). 
从 而 laB8|?= (a8) (0B ) = (08) (B'a)=a(BB)a 
=alplia=oa|Bl?— la]?. |B1?. 


但 是 |aB8|?= |A+Bi-+Oi+DE|? 
= A2+.B+0+ D2, 
lag]= 台 十 如 十 鸡 十 驴 ， [|B] 一 雪 十 组 十 仿 十 统 . 
因此 《组 十 驰 十 仿 十 芒 ) ( 锥 十 镁 十 姑 十 好 ) 
一 4 十 有 十 OP 十 六， 


正 像 用 复数 绝对 值 性 质 laB6| = jj| "1B| 推出 关于 二 平方 和 的 
。 13 。 


恒等式 @ 一 样 , 我 们 用 四 元 数 体 上 绝对 值 的 类 似 性 质 得 到 了 
关于 四 平方 和 的 恒等式 @. 


3. 二 元 二 次 型 


”哪些 正 整数 为 三 平方 和 ,也 有 很 简单 的 结论 。， 但 是 证 明 
需要 更 多 的 数论 知识 .目前 已 有 许多 种 初等 证 明 方法 .我 们 
在 下 一 小 节 将 要 向 大 家 介绍 一 种 利用 二 次 型 的 证 法 ， 这 是 因 
为 三 平方 和 表 法 个 数 的 公式 也 与 二 元 二 次 型 有 关 . 所 以 我 们 
在 本 节 中 暂时 离开 三 平方 和 问题 ， 讲 一 点 关于 二 元 二 次 型 的 
一 设 @ 5, c 是 不 全 为 零 的 整数 , 形 如 

fo, =a + bmy te 

的 函数 叫 作 二 元 二 次 型 , 简 记 为 了 = [w, 5, 0o]. 而 94=32 一 4ac 
叫 作 了 的 判刑 式 ， 二 元 二 次 型 .fo, ) 叫 作 正 定 的 , 是 指 对 任 
意 不 全 为 零 的 整数 4, B, 均 有 了 (4, B)>>0. 下 面 给 出 二 元 
二 次 型 正定 的 判别 法 . | 
要 条 件 是 4>0 并 且 d<0. 

证 明 若 f 正 定 ， 则 由 定义 即 知 4=f(1，0) >0. 进而 
易 知 

flw, y) -da[(e+ 支 y) 十 (下 (过 |， 人 
于 是 /一 页 20) 一 一 adg>0, 即 g<0， 反 之 若 ao>0 并 且 4< 
0, 则 由 @ 可 知 对 任意 整数 必 y 均 有 jw, 9) 之 0. 并 且 Jw 
芒 ~002+ 圳 9y-0 同 时 乞 ~0my~0 同时 o 一 0 这 就 表明 
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当 ” 和 4 不 全 为 0 时 , f(w, y)>>0， 即 了 是 正定 的 ， 证 毕 : 
设 fw y) =az2 十 zzg 士 oo2, 作 变 量 代 换 
人 
y= Re +Ty, 
便 得 到 一 个 新 的 (关于 vw', y 的) 二 元 二 次 型 
gw, Y)=f PY +QY, Rr +TY) 
一 (Po -+ Qy) + bPy +Qy) (Rr + Ty) 
+c(Ry’ +Ty)? 
ow by 十 os 一 [of b, 0], 
其 中 
(0 =g(1, 0)=f(P, R)=aP?-+bPR-+eR?, 
| 0 =g(0, 1) =f(Q, T) =aQ+ 6bQT + oT?, 
b=~gl1, 1)—a—o ~20PQT+L(PT TQR) +2cRT, 
请 大 家 验证 (又 是 恒等式 ! )g(z’, y/) 的 判别 式 为 
= —400 = (0 — 4do0) (PT—QR)? 
=d(PT— QR)’. 四 


P 
特别 当 PT-QR- | -1 时 , dr-g。 即 这 时 二 元 二 次 


型 上 和 9 有 相同 的 判别 式 . 
定义 设 f(z, 和 g(w, 幼 是 两 个 二 元 二 次 型 ， 如 果 存 
在 整数 已 @, RB, 了, 使 得 PZ 一 Q 好 = 工 ,并且 
gl%, Y) =f (PetQy, Rot+Ty), 
我 们 称 /与 9 等 价 , 表示 成 1~g. . 
【 便 1】 设 f(%, 9)=av0? 二 bmy 二 cy 二 [6, 5, 0]. 取 (P， 
Q, R, T) =(0, 1, 一 二 0), 则 了 PT-QB8=1. 于 是 [w, 5, 可 与 
go WD =f(y, —£) 一 02 一 Dog 十 oz2 
一 [一 六 o] 


5 


等 价 . 
【 例 2】 设 f=[a, 5,0]. 取 (P, Q, B, 了 T)=(1, m, 0, 
妃 ， 其 中 必 为 任意 整数 ， 则 PT 一 BR =1T 一 mv"0=T， 于 是 
Le, 5, o] 与 
gl%, WD =f m+ my, 扫 一 0(C 十 mg)2 
+b(w+t my y+ ery? 


= [6%, 20m+0b, am?+ bm-t+oe] 
等 价 . 


引 理 8 《等 价 性 质 ) 设 f, g, 下 均 为 二 元 二 次 型 则 
(i )《 自 反 性 ) 每 个 二 元 二 次 型 均 与 自身 等 价 ， 即 
f~f. 
(并) (对 称 性 ) 兰 f 与 9 等 价 , 则 g 与 了 等 价 ， 即 : 若 
f~g, 则 g~f. 
(iii) (传递 性 ) 车 了 与 9 等 价 , 而 9 又 与 等 价 | 则 了 
与 等 价 ， 即 ; 车 f~g, g~h, 则 f~h. 
证 明 (i) 变量 代 换 中 取 (P, 8@, R, 7T) = (1, 0, 0, 1) 
即 知 f~ 了 . 
(六 ) 车 f~g， 则 有 整数 P, Q, BR, T,， PT 一 QR=1, 使 
得 g(w, 9) ==f(w', 9) ,其 中 
{7* =Pr+Qy, 
[y= RotTy. 


! 卫 
由 于 这 个 二 元 一 次 方程 组 的 行列 式 | | 1*0, 从 而 可 角 


ee 
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于 是 fo V) =9(To 一 Qy 一 Re +Py). 并 且 
7 -Pr-QR~1 
-BR P ? 


这 就 表明 g~f. 
(ii 车 f~g, 9~h 则 
yl, =f (Ar+ By, Ov+ Dy), 
Roof 一 TB Ow +D'y), 
其 中 4D- BO=4D' 一 BO' =1T、 于 是 
io y) 一 LoTTB9%D) 二 BO 二 DY )， 
Od’w' +B'y)+D Ow +D'y)) 
—f((44A’+BO')vw'+ (AB’+BD’)y, 
(04' 二 Doyw + (OB’+DD')Y), 
44' 十 BO AB'+BD |- 4 Bl 4 BB 
ChA'+DO OB+DD!I ‘0 DPIO D 
一 1.1=1, 
这 就 表明 j 一 z 证 毕 . 

从 引 理 3 可 知 ， 二 元 二 次 型 全 体 可 以 分 成 许多 互 不 相交 
的 子 集合 , 每 个 子 集合 中 的 二 元 二 次 型 彼此 等 价 , 而 不 同 子 集 
会 中 的 二 元 二 次 型 是 不 等 价 的 ， 每 个 子 集合 叫 作 二 元 二 次 型 
的 一 个 等 价 类 . 

-同一 等 价 类 中 的 二 元 二 次 型 有 什么 公共 性 质 呢 ? 首先 , 由 
前 所 述 ( 见 公式 @), 等 价 的 二 元 二 次 型 有 相同 的 判别 式 ， 即 
判别 式 是 等 价 类 的 “不 变量 "， 于 是 , 判别 式 不 同 的 两 个 二 元 
二 次 型 是 不 能 等 价 的 ， 进而 ， 设 Je, y) = [6,23, 中 是 正定 
的 ， 由 引 理 2 可 知 4>0, 4=B2 一 4ac<0， 设 glw, 9) = [oh， 
8, o] 与 了 等 价 ， 则 有 整数 已, @, 五 , T,， PT 一 QB 一 1, 使 得 
gl%, 0 一 Po 二 Qy， Re+Ty). 由 @@ 式 知 % =f(P, BR)>0 
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由 于 


(因为 上 是 正定 的 ， 并 且 由 PT-QR-1 知 PP 和 BR 不 全 为 
零 ), 而 g 的 判别 式 = 了 的 判别 式 =d<0， 再 由 引 理 2 即 知 9 
也 是 正定 的 . 换 名 话说， 正定 二 元 二 次 型 只 能 与 正定 二 元 二 
次 型 等 价 ， 即 二 元 二 次 型 是 否 正 定 也 是 等 价 类 的 性 质 ， 等 价 
类 另 一 个 重要 的 性 质 是 可 表示 的 数 集 相 同 ， 

定义 设 ,Fec， 幼 为 二 元 二 次 型 ，m” 为 非 零 整数 ， 如 果 
不 定 方程 f(x, y) =n 有 整数 解 , 则 称 了 可 以 表示 m. 

例如 ， 二 元 二 次 型 上 0, 刀 = 好 十 护 可 表示 12, 4 …; 
不 可 表示 3，6, 7, .…。 显然 , 正定 二 元 二 次 型 只 能 表示 正 整 
数 ， 

我 们 用 用 (f) 表示 可 以 用 二 元 二 次 型 了 表示 的 所 有 非 零 
整数 所 构成 的 集合 ， 例 如 对 jf 一 呈 十 久 ， 则 集合 六 (放出 定型 
2 所 完全 刻 划 . 

引 理 4 若 f~g, 则 履 ( 有 =M(g).， 换 旬 话 说 , 彼此 等 
价 的 二 元 二 次 型 可 表示 同样 的 一 些 非 零 整 数 . 即 集合 MD, 
是 了 所 在 的 等 价 类 的 不 变量 . 

证 明 设 f=[4, 25, cl 9 一 [%, 29, 0 中 .由 了 ~vg 可 知 存 
在 整数 P，Q，R, T，PT 一 QR 一 1， 使 得 g(w, 9) 一 (Pe 十 
Qy，Rz+Ty)， 如果 9 表示 非 零 整数 m 即 wE M(9), 则 有 整 
数 4, 5, 使 得 glo, 四 一 n， 于 是 (Pat+Qb,，Ra+70) 一 n, 即 
了 可 表示 和 所 以 wnE 收 (有)， 但 是 由 ~g 得 到 g~f， 从 而 
由 上 面 所 证 即 知 车 mE 履 ( 有 ， 则 mmEM)， 这 就 表明 
MM(f) 一 人 (9). 证 毕 . 

引 理 4 无 疑 是 很 重要 的 . 因为 设 f~g， 并 且 gl%, 9) = 
7CPzo-TQw， Rx 十 Ty), 其 中 了 , Q, RR, 了 为 整数 ,并且 PT- 
QR 一 1.. 邵 果 gl%w, 0) =% 有 整数 解 , 则 fo y) 一 n 也 有 整数 
解 ， 且 反之 亦 对 。 进而 ， 如果 (%, 人 一 (@ 8) 是 go 9) 一 多 


es j8。 


的 一 组 整数 解 ， 则 JPo+Q5，BRc 二 TD =9(c， 念 =mw， 部 
(人 9) = (Pa-HQ5， Ra 二 人 0) 是 不 定 方程 f(w, 9y) 一 n 的 一 组 
整数 解 ， 反 之 , 由 f(%, y) =% 的 一 组 整数 解 利 用 反 变换 便 可 
得 到 glw, 力 =n 的 一 组 整数 解 ， 总 之 , 只 要 对 于 二 元 二 次 型 
了 (w, 分 研究 方程 fc, 0) =n 的 整数 解 , 那么 同 时 也 就 研究 了 
和 上 等 价 的 所 有 二 元 二 次 型 的 同样 问题 ， 这 种 把 某 种 研究 对 
象 (这 里 是 二 元 二 次 型 ) 按照 某 种 办 法 (这 里 是 等 价 ) 进行 分 
类 , 是 数学 中 经 常 使 用 的 想法 ， 除了 研究 每 类 有 煞 些 公共 性 
质 之 外 ， 另 一 个 想法 是 希望 每 个 等 价 类 中 选举 出 一 个 “代表 ” 
来 ， 今后 我 们 只 需要 正定 的 二 元 二 次 型 ， 所 以 只 谈 正定 二 元 
二 次 型 等 价 类 中 如 何 选 代表 . 

定义 “正定 二 元 二 次 型 [ww 5, c] 叫 作 标 准 的 ， 是 指 它 满 
足 如 下 两 个 条 件 : 

(I) lbl<aeo; 

(ID 如 果 a=13| 或 者 4 一 ec, 则 50. 

定理 5 (高 斯 ， 正 定 二 元 二 次 型 的 分 类 ) ”每 个 正定 二 元 
二 次 型 均 恰好 等 价 于 一 个 标准 的 正定 二 元 二 次 型 [ 换 名 话说 ， 
所 有 标准 的 正定 二 元 二 次 型 全 体 恰好 组 成 所 有 正定 二 元 二 次 
型 等 价 类 的 代表 ). 

证 明 ”人 先 证 每 个 正定 二 元 二 次 型 一 [用 , 本， 有 均等 价 
于 一 个 标准 的 二 元 二 次 型 ， 由 于 了 (1, 0) = 因 >0, 可 知 了 至 
少 可 表示 一 个 正 整数 ， 我 们 令 4 为 了 可 表示 的 正 整数 中 最 小 
者 , 则 有 整数 4 和 O 使 得 (4, O) =g， 如果 4 和 0 有 公 因 


子 则 了 (了 4 , 4)= 也 为 正 整 数 ， 由 的 最 小 性 知 |7| 一 


训 以 4 和 0O 吾 家 于 是 有 普 玉 和 DD, 使 得 4D 一 BC+( 风 
附录 )， 
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令 9 =f(Art+By, OzTD = 一 [ob ol]. - 
则 w=g1, 0)=f(4, 0) =a. 
这 就 证 明了 等 价 于 某 个 二 元 二 次 型 g= [a, 5', 中 1. 

进而 , 由 前 面 例 2 可 知 ， 对 任意 整数 %，g( 从 而 户 等 价 
于 Po, YW) =g8+my, W) = [6, 20m+ 9, om +bm+t+o .我 
们 总 可 取 适 当 整 数 mo， 使 =2amo+2 满足 15|<a (为 什 
么 ?). 于 是 f~[4, 5, oj, 其 中 一 ao 十 Do 十 ， 由 于 f(0， 
1) =o, 即 了 表示 o. 由 6 的 最 小 性 知 ac<c， 这 就 证 明了 必 0， 
c 满足 条 件 ( 了 . 

进而 若 a=151, 5<0, 则 5= 一 &, 而 

f~l[a, b,c]=fa, ~a, cl~a(wiy)? 
—a(w+ YY 十 cy 
一 003 十 00g +op = {6, 4, ¢], 
从 而 使 ?=x>0， 最 后 , 若 wg=e 而 20<0, 则 由 例 荆 知 
f~[o, 9, 01=[ag, b, cl~[e, 一 0 四 
=[g, —b, oj. l 
又 使 一 56>>0、 从 而 又 满足 条 件 (ID. 

再 证 每 个 等 价 类 中 只 有 一 个 标准 的 二 元 二 次 型 ， 这 只 需 
证 明 :， 不 同 的 标准 正定 二 元 二 次 型 不 等 价 ， 设 了 = [c， 2，o] 
和 9=[w, 2 c] 是 两 个 等 价 的 标准 正定 二 元 二 次 型 .我 们 
要 证 4 一 w ,5 一 b' 和 c=e.. 

首先 有 f(1,0) =a, 而 当 w 和 y 是 不 为 零 的 整数 时 ， 了 (0, 
WD = >0>0, fo, 0) 一 ao >0, 


| 2] 

f 8, y) =a%+ boy + oy A+ cy — 81|(22 交 ) 

_(/,_ 上 NG ce 
-oD)s+(e 3 )r > +> @ 


这 表明 a 是 用 (f) 中 最 小 正 整 数 ， 同样 地 ，% 是 MM(9) = 
»* 20. 


放 ( 但 中 最 小 正 整 数 ， 于 是 a=w， 由 于 了 ~yg, 可 知 有 整数 


a~a’~aAd+bAOTteO!, ©@ 
b'~2a4B+b(AD+ BO) +2c0D, @ 
co =@B +6bBD-+oeD?. ®@ 


由 条 件 ( 们 知 <c<e， 如果 5<c, 则 由 类 似 于 人 @ 式 的 估计 可 知 
必然 O=0, 4= 土 I, 再 由 1=4D-BO-4D 知 D-h4. 于 
是 由 @ 式 给 出 8 == 鞋 22B 二 5b， 由 于 |?1<w, 15 <o ~6, 可 
知 当 |5| < 之 a 时 必然 =5， 而 当 1?|=a 时 必然 也 有 |5| 一 4 
但 这 时 由 条 件 (ID 要求 ,5>>0， 从 而 必然 =0， 即 以 = 站 
从 而 恒 有 5 5， 再 由 B52 一 4a6 一 d= =03 一 4a'0' 一 52 一 4ge! 
得 到 c=o， 由 对 称 性 知 车 oa <<c', 则 同样 有 23=2', c=c、 如 
果 4=c， 并 且 w c= 则 由 条 件 (II) 知 ?>>0, 5 >>0. 于 是 
由 四 式 ， 
a=a(4? 十 09) 十 540 = (A+0) 
上 (县 -- 玄 ) (4 十 09 二 二 (4 上 0)2. 

于 是 |4|, |Ols1， 同样 用 @ 式 可 知 |8B|, |D|<1， 由 1= 
AD 一 BO 可 知 4, B, 0O, DD 中 必 有 一 个 为 0。 然 后 青 由 人 @ 
式 即 可 像 前 面 一 样 证 得 =5, cc、 这 就 证 明了 定理 5 

定理 5 的 一 个 重要 推论 是 : ' 

系 ” 对 每 个 负 整 数 ,判别 式 为 a 的 正定 二 元 二 次 型 等 
价 类 只 有 有 限 个 . 

证 明 由 于 每 个 等 价 类 中 恰好 有 一 个 标准 的 正定 二 元 二 
次 型 , 我 们 只 需 证 明 判 别 式 为 a 的 标准 正定 二 元 二 次 型 [w 多 
可 只 有 有 限 个 。 由 条 件 (I 了) 可知 


as 2 。 


4a2<c4ac= 一 0 十 间 二 一 gd 十 oa， 


因此 IT<a<A/ 所-， 从 而 对 每 个 固定 的 负 整数 @ 6 只 有 有 


限 多 种 取 法 . 由 于 |5| sw 从 而 5 也 只 有 有 限 多 种 取 法 . 最 后 
由 4, 5 完全 决定 。 一 二， 这 就 证 明了 判别 式 为 4 的 标准 
正定 二 元 二 次 型 只 有 有 限 多 个 ， 证 毕 . 

对 每 个 负 整 数 5， 我 们 以 h(a) 表示 判别 式 为 也 的 正定 二 
元 二 次 型 等 价 类 数 ， 它 也 是 判别 式 为 的 标准 正定 二 元 二 
次 型 个 数 ， 上 面 系 的 证 明 过 程 实际 上 给 出 了 求 所 有 判别 式 
为 & 的 标准 正定 二 元 二 次 型 的 具体 方法 ， 从 而 决定 出 h(6) 
值 


【 例 3] a 一 28. 由 1<a<W- 迄 -V 于 ,可 知 a=1 


或 3 当 6=1 时 ,如 -4ue 一 一 233， 从 而 4 各 = 思 十 33, 而 | 中 二 
Cc= 于 是 1 = 而 c=6. 当 5=2 时 ，8c=2 加 十 23， 而 | 二 
a 一 2， 于 是 5= 土 + 而 c 一 3， 从 而 判别 式 为 一 23 的 标准 正定 
二 元 二 次 型 只 有 三 个 : [&, 6, 0c] =[1i, 1, 6], [2, 1, 3] 和 [2, 
一 1, 3]. 于 是 (一 28) =3. 

[例外 d= 一 4. 由 1<o<W/ 入 可 知 o= 工 而 2 如 = 
一 4, |5|<<1， 从 而 只 能 5=0, c=1， 即 判别 式 为 一 4 的 正定 


一 十。 

由 于 d= 如 一 4m0 三 8?(m0d 急 ,可知 二 元 二 次 型 的 判别 式 
模 4 只 能 余 1 或 余 0. 

练习 ” 求 出 判别 式 为 4= 3, 7, -8, -11，-12,，-15,，-16 
的 所 有 标准 正定 二 元 二 次 型 。 并 由 此 决定 出 h6)( 对 上 述 4 值 ). 
ee 22 。 


4. 三 平方 和 


哪些 正 整 数 可 表 成 三 平方 和 ， 其 答案 也 是 很 简单 的 ， 这 
个 答案 也 是 很 时 以 前 就 有 人 猜测 到 了 ， 而 第 一 个 证 明 辣 样 是 
由 高 斯 给 出 的 ， 

定理 6 正 整 数 n 不 为 三 平方 和 的 充分 必要 条 件 是 可 
表 为 如 82 十 7) 的 形式 , 其 中 5 和 5 为 任意 非 负 整数 . 

证 明 这 个 定理 的 一 方面 是 容易 证 明 的 : 设 n-4°(85+7) 
为 三 平方 和 , 即 % 一 妇 士 久 十 旭 其 中 w，y，z 均 是 整数 ， 如 果 
4 之 1, 则 吉 十 妨 十 人 =n 二 0《(mod4， 由 于 奇数 平方 模 4 余 工 ， 
可 知 若 此 同 余 式 成 立 , 则 2, y, “必然 均 为 偶数 ， 于 是 


4-+(82 十 7) 一 子 


也 可 表 成 三 整数 平方 和 (名 ) 十 (名) 二 (和 ) 。 如 此 继续 下 
去 , 便 知 88 十 7 为 三 平方 和 .85 十 7 二 A3 十 B? 十 O02, 其 中 4,B， 
0 均 为 整数 ， 因 此 42+B?+02 一 85 十 7=7(mod8)， 但 是 青 
数 平方 模 8 余 1( 为 什么 ?), 而 偶数 平方 模 8 余 4 或 余 0。 由 
此 易 知 4 十 B40 二 7(mod 8) 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明了 每 
个 形 如 和 (85 十 7) 的 正 整数 均 不 是 三 平方 和 ， 

另 一 方面 , 我 们 要 证 : 所 有 不 能 写成 “(85 十 7) 形 式 的 正 
整数 均 是 三 平方 和 ， 设 m 是 这 样 的 正 整数 ， 则 我 们 总 可 写成 
9 一 020 ， 其 中 mw 是 nw 的 无 平方 因子 部 分 ， 由 于 奇数 平方 
模 8 余 1， 易 知 若 ” 不 能 写成 和 (88 士 7) 形式， 则 wy 也 是 如 
此 并 且 只 需 证 明 x 为 三 平方 和 就 可 以 了 ， 所 以 我 们 可 以 
一 开始 就 假定 mw 本 身 没有 平方 因子 .， 换 名 话说， 我 们 将 问题 
归结 为 证 明 ， 
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命题 设 %% 是 不 同 素数 的 乘积 , 并 且 n 才 7Cmod 8), 则 mm 
为 三 平方 和 . 

为 了 证 明 上 述 命题 ， 除 了 上 节 所 述 关于 二 元 二 二 次 型 的 结 
果 之 外 ， 还 需要 一 点 三 元 二 次 型 的 知识 . 这 是 因为 三 平方 和 
表达 式 2 十 十 ?本身 是 三 元 二 次 型. 

三 元 二 次 型 是 形 如 下 面 的 函数 

Jo Y, 2) = ou + aay +t Gs? + Gio0Yy 
二 018%% 十 Gaab2， @ 

其 中 ar 均 是 整数 ， 并 且 行列 式 
301 Q12 018 


d=d( 旋 - 


12 2ass CQ23 


Q18 023 20as 
一 8411022038 十 20asaascos 一 2aiaass 一 2aiacss 一 938acax 
的 值 叫 作 的 判 列 式 ， 如 果 f(w, 9 2) 只 表示 正 整数 ， 即 对 
任何 不 全 为 零 的 整数 4, y, 2 ， 均 有 fo, y, >>0, 则 称 了 是 
正定 的 ， 例 如 允 十 多 十 和 就 是 正定 的 志 元 二 次 型 。 下 面 是 三 
元 二 次 型 正定 性 的 判别 法 ， 
引 理 5 形 如 @@ 式 的 三 元 一 次 理 了 (lw, y, 2) 为 正定 的 充 
分 必要 条 件 是 


2 
gu1>0, 8= 人 一 4axitazz 一 aio>0， 
Qi2 2422 
并 且 d=d(f)>0. 
证 明 可 直接 验证 


fl1,0, 0O)-=an, fr, y, 0) Gi ous Tau 
若 f 正 定 , 则 gu>>0, 并 且 f(w, y, 0) 是 关于 w, y 的 正定 二 元 
二 次 型 . 由 上 节 可 知 它 的 判别 式 ata Gli022 一 一 0<<0, 即 5>> 
0. 进而, 我 们 有 
ea 24。 


亚 章 . 


gfls, y, = (20nrtamytas)s+gly; dd, 
其 中 nda) : 
: 十 (4aiigos ~ 2412018)Y8 
+ (A40108s ais) 
而 g 的 判别 式 为 
(4g11028 — 2012018)? — 4 (4611G22 ~ (A410 — 01s) 
80a(f): 
如 果 了 正定 ， 则 g(y,'z) 也 正定 (这 是 由 于 ， 若 9 不 正定 ， 则 存 
在 不 全 为 零 的 整数 已 和 0O， 使 9(B，9) 拓 0，。 于 是 由 仪式 
可 知 
dgu f (~ 012B— ws0, 2auB, 2010) 
=g(26uB, 2410) =44i1g9(B, 0) <0. 
这 就 与 了 正定 相 了 矛盾 )， 因 此 g 的 判别 式 一 84ud( 放 为 负 , 即 
.0(f)>0. 
反之 ,车 aa>0, 6>0, da(f)>0, 则 9 是 正定 的 再 由 四 
式 即 知 了 是 正定 的 .证 毕 . 
可 以 像 二 元 二 次 型 那样 定义 三 元 二 次 型 的 等 价 : 
定义 ”三 元 二 次 型 f(z, y, z) 和 g(w, y, 纺 等 价 (表示 为 
f~g), 是 指 存在 整数 by(1<i, J<3)， 使 得 
bi Dis bis | 
po 022 028 
Dal Dao Oss 
并 有 gC, y, 2) =f (01w+ D12y + Dieg. 
212 十 bg2s 十 basz，ba10 十 gasb/ 十 5ss2) 

-可 以 像 二 元 二 次 型 一 样 地 证 明 ， 三 元 二 次 型 的 等 价 也 具 
有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 ， 从 而 三 元 二 次 型 分 成 一 些 等 价 
类 , 同一 等 价 类 中 的 三 元 二 次 型 彼此 等 价 , 而 不 同等 价 类 中 的 

。25.。 
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兰 元 二 次 型 彼此 不 等 价 ， 进而 ， 彼 此 等 价 的 正定 三 元 二 次 型 
具有 园 样 的 判别 式 , 并 且 表示 同 料 的 整数 . 于 是 正定 三 元 二 次 
型 只 能 与 正定 三 元 二 次 型 等 价 . 如 果 大 家 会 矩阵 运算 , 以 上 结 
论 其 至 对 任意 % 元 二 次 型 都 可 以 统一 地 给 出 形式 化 的 证 明 . 
否则 ， 对 于 三 元 二 次 型 也 可 像 前 节 闭 样 作 初 等 计算 来 直接 验 
证 ， 不 过 比 二 元 二 次 型 的 计算 要 复杂 一 些 ， 我 们 在 这 里 最 好 
咯 去 这 些 计 算 ， 留 给 有 兴趣 的 读者 自己 作为 练习 .， 我 们 感 兴 
起 的 是 每 个 正定 三 元 二 次 型 等 价 关 中 如 何 挑选 出 “标准 的 代 
表 ;， 下 面 定理 对 我 们 就 已 经 够 用 了 . 

定理 ? 每 人 下定 = 元 二 次 型 了 者 等 从 于 一 个 新 的 元 
二 次 理 , 使 得 系数 满足 条 件 : 


1<an<3YU ， | eas|<eat jcas| 和 ct。 


证 明 设 了 (%,y,?z) 是 正定 三 元 二 次 型 ， 以 oa 表示 可 
用 了 表示 的 最 小 正 整 数 ， 则 存在 整数 4, B, 0, 使 得 1(4, B， 
On) au， 由 ou 的 最 小 性 可 知 (4, B, 0) =1 于 是 有 上 整数 
MH, N, 卫 , 使 得 4MTBN 上 OP=I( 兄 附录 )， 设 (MA 六 ) = 


则 装 ， 闻 -是 互 素 的 整数 ， 从 而 有 整数 @ 和 且 使 得 


了 Q+ 计 R=-P. 


于 是 
4 B ol 
-Q@ -BR TI M,N 
中 aarsa 人 


=AM+BN-OP=1. . 


令 gc 2) =j(4z-@y+ 卫 2 Bo By- Ms 


Ov+Wy), 
则 g~f, 并 且 g(1, 0, 0) =f(4, B, 0) -oa 即 
gl%, 2 2 = Q1122 十 02 ?十 8322 十 Mg2Y 
| - 二 @1322 二 C2892, 


其 中 aii 一 gzst， 现 设 对, Q@ 为 任意 整数 ，A, 8B, 0,: 全 为 整数 ， 
| 使 得 4D BO=1， 则 


因此 令 hc, y, 2 =g(s+ Py+Qe, Ay+ Bz, Oy+ D2), 

则 Ag~ 户 并且， 0, 0) =g(1, 0， 0) =an. 于 是 可 
当成 
“E(w, 包 分 一 ddd03 十 coal 二 ass + my 

- . + aisn8t Goadys, | 
其 中 
G1 = = —2Pgiu+ Agizst+ Oa's, ads 一 2Qau +B aa 十 Dals. ®@ 
像 引 理 5 的 证 明 中 那样 我 人 有 . 
14h 二 Gaust aiy+ qi) + H (y, 2 
其 中 互 (9， 纺 一 (4grqzs~ qa)y 二 '.， 并 且 互 的 判别 式 
&( 配 ) 为 -gang (f). 由 上 节 定 和 5 的 系 知道 ， 适当 选取 
B, 0, D, 可 使 . 
1< A80022— dy 2 CT VE 


9 所 全 |aaj < ls 由 1 0) 和 wr 
7 IT.¢ 


最 小 性 知 g22 之 au. 于 是 
doi 4dm1i022 = (A011022 — 12) + 12 <y Baty 十 gi, 


由 此 即 知 qu<BY a(f) . 证 毕 ， 


由 这 个 定理 立即 得 到 : 

系 设 fc, YV，2] 一 aal02-HCasg2 十 Gasb2 十 Gds00 十 Gya02 十 
asgy% 是 正定 三 元 二 次 型 ， 判 别 式 9( 了 =8, 并 且 @12, 18, ss 
均 是 偶数 , 则 了 必 等 价 于 公 十 久 十 休 . 

证 明 如 果 了 中 系数 gls，wis, 02s 均 为 偶数 , 易 知 与 了 等 
价 的 每 个 三 元 二 次 型 也 有 这 个 性 质 ， 根 据 定理 7 知 了 等 价 于 
太一 04102 十 Do2t/2 十 Daa22 Te bzeyz, 并 且 


1<bu< BY 8 = 


于 是 b=1. 而 |bis| <1， jb] <1. 由 于 bo 和 的 为 
数 , 从 而 bis 一 bla 一 0. 因此 有 = 一 妇 十 jos 二 Das 十 Daso 一 02 十 
五 (y, ,其 中 H 的 判别 式 为 dH)= 二 Bb2s 一 4022bss， 但 是 


2 0 0| ， 
8 一 民力 =d 失 -| 0 bw, bm ED 
0 bss.. 20ss) 


因此 d(H)= 一 和 上 小 节 最 后 一 个 例子 表明 HD ~ + 
于 时 fh ty te 证 毕 . 

现在 我 们 回 过 头 来 证 明 我 们 的 三 平方 和 定理 我 们 已 经 
把 问题 时 线 为 证 明 如 下 的 命题 设 ”是 一 些 不 同 素 数 乘积 , 并 
且 n 帮 7Cmod8), 则 mn 是 三 平方 和 ， 我 们 刚刚 证 明 过 , 每 个 判 
别 式 为 83 并且 6i2，Q18，028 均 为 偶数 的 正定 三 元 二 次 型 均等 
价 予 三 平方 和 ， 所 以 我 们 只 需 找 到 一 个 这 样 的 三 元 二 次 型 
使得 它 能 够 表示 mn 即 可 (因为 这 表明 与 它 等 价 的 台 十 妨 十 慌 
as 28、 


也 表示 办， 事实 上 , 我 们 试图 构 作 如 下 形式 的 三 元 二 次 型， 
Jo y, 2) = 110 + 30190Y 十 282 二 090 2+. 
这 样 的 三 元 二 次 型 显然 表示 n: (0, 0, =m。 我 们 要 求 它 


的 判别 式 为 8, 即 要 求 
| 2ai 2412 2 
8= | 2012 Ee =—8[ (gi1022— cia)m 一 一 oos]，- 
2 | 


即 要 求 w2 一 az 一 寺 ， 和 b= 一 Cage 一 Clz。 此 外 还 要 求 正定， 
即 要 求 g>>0, 5>0， 不妨 设 nn 之 2， 这 时 由 ?0 一 mo 一 1 和 
5>0 可 推出 gn>0( 因 为 azz 二 n5 二 1>0, auazs=s+5>0， 
及 而 :ez>0)， 因 此 我 们 将 问题 化 为 如 下 的 形式 ， 

设 ” 是 不 同 素数 之 溢 积 并 且 % 才 7(mod 8).…: 求 整数 
C22，W12， 使 得 8 一 GilC3a 一 oi2>0, no— cz2 一 十。 

由 对 wm 的 限制 知 w=1， 2, 3, 5, 6(mod8). 我 们 分 两 种 
情形 ; 

(Ci) 设 ,为 偶数 即 ”和 2， 6(mod 8), 则 Cn， 角 一 1) = 
i. 根据 狄 里 赫 利 算术 级 数 让 素数 定理 ( 见 附录 ); 存在 应 整数 
mm, 使 得 铝 m- (m 一 1) =p 为 素数 . 我 们 取 5= :Am+1, 则 p= 
bm 一 1, 并且 5 三 p 三 14mod 忽 ， 设 5=Pr…ps, 其 中 pi, …, ps 
均 为 奇 素数 . 则 由 二 次 互 反 律 可 知 ( 见 附录 ) 


-DPOB 
但是 雄一 1 一 pm 一 1 二 一 1(moapDy， 
因此 | (全 (了 ) Qsi<9， 
t (动人 二) 人 ( 动 
由 于 5—pr “po=1 (mod 外， 可知 p,(I<i<s) 中 模 4 余 3 的 
29，- 


_IV /IN 2 
3 ) 二) 这 表明 一 5 
是 儿 的 二 次 剩余 ， 于 是 存在 整数 ws 使 得 a1s 三 一 b (mod p). 
再 令 ca 一 pm 一 1 一 D>0， oe 和， 由 gu 为 束 


数 . 这 样 决定 的 gu zo 和 ous 满足 我 们 的 要 求 可 
(二 ) 设 % 为 奇数 , 则 nn 三 1, 38, 5Cmod8). 令 
3， 车 n=1(mod8)， 
| -ls 车 n=3(mod8)， 
车 % 二 5(mod 8), 
出 om-1=2(mog 仿 ， 于 是 ( 徊 ，- 名 二 ) -1 从 而 寂 在 正 
整数 mm; 使 得 .ni 十- 双 二 m1 为 六 现在 令 8 一 8m 十 


oo 则 2 一 加 ~ -现在 我 们 证 明志 过 )-1， 例 如 当 m=I 


(mod8) 时 , b=c=3(mod 8), p= S01 od), 
人 po 其 中 尼 ， …, 各 均 为 奇 素数 , 则 ， 
(全 (人 这 ) 
人 ee (2) 
由 于 2p=im~1=pr……pmn 一 1 二 一 1(modpo) (1<i<s)， 因此 
(地 )-( 闻 =2). (地) 由 于 5= 一 0002 =3(mod8), 并 且 


(=2)={ 1，. 当 Pp 三 1, 3(mod8) 时 ， 
Pp / -1， 当 p=5, 7(mod8) 时 ， 
可 知 pr(1<i<s) 中 模 8 同 余 于 5 和 ?的 共有 偶数 个 ， 因 此 


( 池 -+1 对 于 n=3, 5(moag) 的 情形 可 以 类 似 证 明寺 


是 存在 整数 wa 使 dis= 一 2(modp)， 由 于 交 是 奇 素数, 必 弄 
时 将 ct 改 用 wsT2, 可 以 设 ot 为 奇数 ， 从 而 62s 二 一 5 (mod 


2»p). 令 dz2 = bn—1=2p, 则 mt 为 整数 ， 
、 22 


于 是 Call， Cd9 aos 满足 我 们 的 条 件 . 

这 样 , 我 们 终于 完成 了 三 平方 和 定理 的 证 明 . 

最 后 我 们 再 谈 谈 三 平方 和 表示 的 表 法 个 数 问题 ， 高 斯 
第 一 个 给 出 了 与 二 元 二 次 型 等 价 类 数 有 关 的 表 法 公式 ， 它 的 
证 明 则 需要 更 高 深 的 数论 ， 在 这 本 小 册子 里 我 们 不 想 介绍 证 
明 本 身 , 而 只 叙述 其 结果 , 算 作 是 一 个 交待 ， 

设 m% 为 正 整 数 ， 不 定 方程 

阴 一 22 十 02 十 克 
的 整数 解 (z, y, 分 叫 作 是 本 原 的 ,是 指 z, y, “的 最 大 公 因 子 
为 1， 我 们 前 面 曾经 用 7s(m) 表示 上 面 不 定 方程 的 整 解 个 数 ， 
它 也 是 % 表 成 三 平方 和 的 表 法 个 数 .现在 我 们 再 以 Rs《m) 
表示 上 面 不 定 方程 的 本 原 整 解 个 数 ， 对 于 上 述 方程 的 任意 一 
组 整 解 (%, y, 2) = (ga, 8, c)， 若 为 ag，5, c 的 最 大 公 因 子 ， 
则 与， 万 ， 生 的 最 大 公 因 子 为 1， 并且 (对 ， 已 ， 羽 ) 是 不 定 
方程 - 
mm 

人 十 久 十 好 

的 一 组 本 原 整 解 . 因此 便 知 
rs(m) = > Rs 名 ). 
湛 中 中 过 mm 的 所 有 平方 因子 .特别 当 m 无 平方 因子 时 ， 
ra(m) = Rs(m) 。 
. 另 一 方面 ， 我 们 曾经 用 (一 m) 表示 判别 式 为 一 mn 的 正 
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定 二 元 之 次 型 等 从 半数 二 元 二 次 型 az?-+5wy 填 6 六 间作 本 
原 的 ， 是 指 (c; 5; 0) =1( 即 ,De 的 最 大 公 因 子 为 人 易 
知 本 源 的 二 元 二 次 型 只 能 与 本 原 二 元 二 次 型 等 价 . 我 们 用 
互 (一 m) 表示 判 别 式 为 一 外 的 本 大 二 元 一 次 型 等 价 类 数 . 则 
类 似 地 也 有 


h-)= 避 且 ( 一 加 ) 
特别 当 无 平方 因子 时 , h( 一 mi) 二 耳 ( 一 m). 
-高 斯 定理 设 m>2. 则 
Rs(m) -{ 12 末 (一 mmJ)， 若 仅 寺 38(mod8)， 
办 8 五 (mm ， 若 mm=3GnodQ8)， 
而 Bs(l1) =6, 
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再 谈 整 数 平方 和 
一 一 有 多 少 种 表示 法 ? 


设 天 为 正 整 数 ， 对 每 个 正 整数 %， 以 rx(n) 表示 用 个 整 
数 的 平方 和 表示 的 表 法 个 数 ， 它 也 等 于 不 定 方程 避 十 媒 十 
… 十 台 一 n 的 整数 解 (wz, vz，…, zw) 的 个 数 .我 们 在 上 一 节 
解决 了 何 时 ren) 之 1 的 问题 ， 例 如 ， 拉 格 朗 日 定理 是 说 ， 当 
4>4 时 , 对 每 个 正 整数 mw 均 有 rm) 之 1， 本 节 谈 mm 的 计 
算 公式 问题 . 我 们 将 要 推导 7s(m) 和 7sln) 的 表达 式 ， 我 们 
也 要 谈 到 对 其 他 值 的 rx(m) 公式， 而 78m) 在 上 一 节 已 经 介 
绍 了 ， 
研究 计数 问题 的 常见 办 法 是 以 母 函 数 作为 工具 . 目前 国 
内 已 有 许多 种 介绍 母 函 数 方法 的 参考 书籍 . 但 是 , 平方 和 问 
题 所 使 用 的 母 函数 却 很 不 简单 . 系统 地 研究 这 类 母 函 数 的 特 
性 , 则 是 数论 的 一 个 分 支 一 模 形式 理论 的 一 个 重要 任务 . 这 
个 分 支 近 年 来 得 到 巨大 的 发 展 ， 其 动力 之 一 就 是 希望 系统 地 
得 出 rz(n) (特别 当天 为 奇数 时 ) 的 计算 公式 并 研究 整数 六 Go) 
的 各 种 特性 ( 渐 近 性 质 ， 司 余 性 质 等 等 )， 我 们 不 准备 涉及 很 
高 深 的 学 问 ， 本 书 中 只 用 很 初等 的 方法 利用 母 范 数 计算 出 - 
ra(n) 和 sa(n) 的 公式 最 后 ， 我 们 还 介绍 高 斯 给 出 的 关于 
ra(n) 公式 的 一 个 代数 证 明 ，, 因为 这 个 证 明 在 数论 史上 是 有 重 
要 地 位 的 ， 它 的 思想 直接 引伸 出 数论 的 另 一 个 分 支 一 一 代数 
数论 ， 四 . . . . , 
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让 我 们 从 rx(m) 的 母 丽 数 和 与 此 有 关 的 另 一 些 重要 画 数 
讲 起 . 


|. 0, qo, qi, ga 和 gs 


凡是 了 解 母 通 数 方法 的 人 , 都 很 容易 理解 以 下 事实 ， 
设 0(o) = 3 or" 1+2 总 w™ 

| =1+2(g 十 十 坟 十 p05 车 )， 
那么 9tw) 中 ”的 系数 恰好 等 于 方程 光一 n 的 整数 解 个 数 , 因 
为 当 m=0 时 六 一 0 上 只 有 一 个 整数 解 z 一 0, 而 当 n 是 非 零 平方 
数 m? 时 , =m? 有 两 个 整数 解 z= 土 m， 进 而 , 我 们 将 9Cw) 
葬 以 8(w) 再 合并 同类 项 . 


0) 旦 om)- 旺 or 


将 所 有 wa- 十 72 相同 的 收集 在 一 起 ， 对 于 每 个 正 整数 m 使 
m? 十 7? 等 于 m% 的 项 数 恰 好 是 方程 好 十 吗 =m 的 整 解 个 数 
ra(n). 由 于 每 项 的 系数 均 是 1 | 所 以 ga(c) 中 项 的 系数 恰 
好 是 raln). 即 


et 
1 "el rr 


一 二 十 D3 1a (On 
- n=1 


换 和 多 话说 ,9>(w) 恰 好 是 raGmw) 的 母 函 数 ， 类 似 地 思考 , 可 知 对 
每 个 正 整 数 %, 0*(w) 恰 好 是 mw) 的 母 函 数 , 即 


0*(w) 一 工 十 写 LACO LR 


于 是 ， 必 ( 的 母 函数 便 这 样 容易 地 找到 了 为 了 研究 mw) 的 
。34 . 


特性 , 需要 考察 函数 9(2) 和 它 的 各 种 方 震 的 特性 ， 这 却 是 一 
件 相当 困难 的 事情 。 函数 6(z) 叫 作 theta 函数 , 它 与 另外 妃 
人 
cg 人 oO) 一 I (1—o”) 
(I) (1 人 -00) (1— 2 Go 
rk ee 
q1= g1(%) 一 I (1 t+”) 
一 侍 十 22) (+ (1 十 zg) (十 z8) Ca 
一 工 十 z2 十 0 十 208 士 20 十 30 二 
EA -gC0) ~ I JT (i+e™™) 
tw (a) (十 四 Go) Qe) + 
一 4 十 十 0 十 2 十 全 十 0 十 
十 228 十 28 十 3z10 十 .， 
gg SE 
(1 o) (1— 8) (1— 5) (1— on (1 ) 
一 工 一 和 一 0 十 一 全 十 的 一 w7 
十 208 一 2009 十 2010 十 。 

这 用 个 函数 加 作业 图 模 夯 数 ， 我 们 不 想 解释 这 个 敬称 的 
来 由 ， 因 为 它 具 有 深刻 的 数学 背景 . 我 们 只 希望 大 家 “形式 ” 
上 上 理解 它们 : 虽然 它们 都 是 用 无 穷 多 个 因 式 相 采 定 光 没 ; 信 囊 
在 将 它们 按 w 的 天 宕 次 写成 展开 式 时 , 对 于 每 个 正 整 数 mw 过 
的 计数 只 由 前 面 有 限 个 因 式 相 磁 就 完全 确定 . 我们 以 go 为 
例 ， 如 果 求 go 展开 式 中 驳 的 系数 ; 那么 它 等 于 
A=(-o) (Ld) (L010 tt 
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中 必 的 系数 ( 即 为 0)、 因 为 如 果 再 乘 下 一 个 因 式 (一 2 中 ; 则 
4 人 -网 -4 一 md 由 于 xp4 中 每 项 5 的 指数 均 大 于 8, 从 而 
对 党 的 系数 没有 贡献 . 即 4- 喇 = (i223) 寺 一 的 圭一 
zs) GT 一 op) 中 加 的 系数 仍旧 为 零 ， 正 是 在 这 种 意义 下 ,可 以 
将 无 穷 乘积 代 (一 om 展开 成 1+awv-+gav? 十 …( 或 者 说 成 
是 关于 w 的 “形式 加 级 数 ”) 对 于 gi gs, gs 情形 也 是 类 似 
的 . 

函数 gx 的 展开 式 系数 r%(n) 具 有 “生平 方 和 ?这 一 数论 意 
义 ， 那 么 函数 go, gu， g2, gs( 和 它们 的 组 合 ) 的 展开 式 系数 是 
否 也 有 数论 意义 呢 ? 答 案 是 肯定 的 ; 这 些 函 数 与 正 整数 的 分 拆 
问题 有 密切 关系 . 

反正 整 数 " 写成 若干 正 整数 之 和 , 叫 作 % 的 一 个 分 枚 如 
数 5 共 有 以 下 七 种 分 拆 方法 ; 

5=4 十 1=3 十 2 二 一 3 十 1 十 工 一 2+2+1= 2+141+41 
1 十 1 二 1+， 

其 中 4+1 和 1+4 看 成 是 同样 的 分 拆 ， 通常 以 Pm 表示 的 
分 拆 方法 数 ， 如 2(5) =7. - 

现在 我 们 考察 无 穷 乘积 

加 五 Ge 

人 0 C10) a 二 Gra) 
大 四边 有限 多 个 因 了 中 到 出 它们 的 第 二 项 ， 而 其 作 因 子 均 取 
第 一 项 和 L, 乘 过 来 使 得 到 41 展开 式 中 的 一 个 单项 式 .例如 将 第 
忆 示 .下 个 因子 分 别 取 第 二 项 迪 、 友和 wm, 而 其 余 因 了 予 均 取 
第 一 项 1, 相 乘 得 出 她 的 一 个 单项 式 oo ,op so 一 oret8 二 aa 
qi 中 所 有 单项 式 部 是 这 样 得 到 的 . 如 果 再 将 它们 合并 同类 项 ， 
. 36; 9 


比如 说 共有 多 少 项 是 w3, 就 看 有 多 少 种 取 法 , 使 每 次 所 取 因 
. 子 第 二 项 指数 之 和 为 18， 易 知 共有 18, 2 十 16, 4 十 14, 6 十 
12, 8 十 10, 2 十 4 十 12, 2 十 6 十 10, 4 十 6 十 8 这 八 种 取 法 , 于 是 
合并 同类 项 后 g1 的 展开 式 中 有 8z* 这 一 项 .由 于 无 穷 乘 积 
中 所 有 因子 第 二 项 的 指数 耸 好 是 全 部 偶数 ， 因 此 对 每 个 整数 
_%， 展开 式 中 单项 式 w* 的 个 数 丛 好 是 将 分 拆 成 -- 些 彼此 不 
向 的 正 偶数 之 和 的 方法 数 . 如 果 将 此 数 表示 成 功 (m) , 则 在 合 
并 同类 项 后 gq 的 展开 式 中 全 有 pbln)o 这 一 项 ， 于 是 


人 4 一 工 十 翌 pom) 2”. 


即 ， qi 是 起 (mn) 的 母 冰 娄 类 似 地 , 若 以 pi(m) 表示 将 n 分 拆 成 
一 些 彼此 不 同 的 正 奇数 之 和 的 方法 数 ， 则 ga 是 Pp1(n) 的 诗 函 
数 , 即 


wm 开 (1 二 ww 二 1 十 忆 PIN) on 

而 git (tom = I (to") 

ai 下 英才 
指数 ) 
本 人 二 多 (f+ (+) (1 Tp 
贰 中 pn) 表示 1% 分 拆 成- 此 不 同 下 吉之 多方 潜 “下 看 

1 王 Ge 
= 诺 GL 2 


一 (1 十 人 2 十 222 十 3 十) (二 20 十 2 二 2 
(lt Lt) 
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如 果 我 们 从 第 一 、 二 、 四 个 括号 中 分 别 取 ?z+ 和 op, 而 
其 余 括 号 均 取 第 一 项 1， 便 得 到 g5' 展开 式 中 的 一 个 单项 式 
2 我 们 将 它 看 成 是 将 22 分 拆 成 3 个 2， 2 个 
4 和 土 个 8 之 和 | 22 一 2 十 9 十 2 十 4 十 4 十 8， 即 此 处 分 拆 允 许 有 
相同 分 量 ， 于 是 , 合并 同类 项 之 后 , 951 展开 式 中 mr 的 系数 便 
等 于 将 % 分 拆 成 一 些 正 偶数 (允许 相同 ) 之 和 的 方法 数 ， 记 它 
为 poln), 则 95 为 po(m) 的 母 函 数 ; 
go1= 1 poln)e", 


“类 似 地 , gz1 为 p(n) 的 母 钾 数 , 其 中 Za(m 为 将 m 分 拆 成 
一 些 东 末 数 之 和 的 方法 数 即 


gg !- Hi- mt) ~ + po 
最 后 (qogs) = 直 (1—mm 7) (1— vm) - 


: 其 G- 中 于- 二 了 
关中 i 恰好 这 是 我 们 最早 定义 防 “的 分 折 数 ， 它 的 和 而 数 
为 (gogs) 一. 

设 a(m) 是 具有 数论 (或 其 估 数 学 ) 洛 义 的 入， 一 旦 我 们 
求 得 它 的 母 函 数 fo) ~ 总 a(m)z, 我 们 可 以 暂时 忘掉 wm) 
的 数学 意义 , 而 对 了 (的 作 形式 推导 ,发 现 了 (2) 的 性 质 或 与 其 
他 母 函 数 之 间 的 联系 , 然后 回 到 原始 数学 意义 中 , 佛 会 得 到 许 
多 有 趣 的 数学 结论 ， 现 在 我 们 研究 西数 4, gz go 9 以 及 


0 的 性 质 和 联系 ， 首 先 我 们 有 
引 理 1 giqegs=1. 


证 明 向 于 gi 站 Gram 而 每 个 偶数 3m 均 可 唯一 
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地 写成 形式 2m 一 2(28 一 1 ,其 中 ,五 均 为 正 整 数 .于 是 
te) Gre) 


x I C+D)... 
"b=1 
从 而 9agsgs 一 (于 (Lt et) (1—w"!) 小 四 
= 1 dem-D) 下 (Lt a2) 
b=1 . b=1 
x 0 (1+227D)... 
b=1 、 
证 (00-1) 站 ,4(2D™1) 
HH (@ ) 1 (1+% 9) 
x TT (+ DY)... 
b=1 
= 中 B(2b~1) 3 1 8(2b—1) . 
= ) tt) 
x 互 人 二 


于 是 这 样 下 去 ，9ag2gs 的 展开 式 中 除了 工 之 外 ， 所 有 其 他 项 均 
不 存在 . 因此 gi929s 三 1, 证 比 . 

引 理 1 也 可 写成 (qe) “1 一 gigs. 但 是 左边 和 右边 分 别 是 
Pi(n) 和 p (nm) 的 母 函数 ( 回 到 数论 意义 ). 这 就 证 明了 , 将 正 整 
数 % 分 拆 成 正 奇 数 之 和 的 方法 数 等 于 将 分 拆 成 不 同 正 整数 
之 和 的 方法 数 . 

下 节 将 研究 更 进一步 的 恒等式 . 


2. 雅 可 比 恒等式 


雅 可 比 Jacobi) 恒等式 具有 广泛 的 应 用 ， 由 它 可 得 到 许 
。 39 。 


多 有 趣 的 人 恒等式; 它 也 是 我 们 用 母 函 数 方 法 研究 平方 和 玫 法 
公式 的 最 基本 出 发 点 ， 因 为 这 个 恒等式 给 出 椭圆 模 函 数 g, 和 
.9 之 间 的 联系 . 

定理 1( 雅 可 比 恒 等 式 ) 对 任意 天 0, 我 们 有 


oo 


区 Go te (Lag) 
1+ D3 "2" 二 2") 一 BS ore". 
”证 明 第 二 个 等 式 显然 成 立 , 我 们 只 需 证 第 一 个 等 式 . 令 
gn (2) = 立 (1 + 1g) (1 2"-1g-1) 
一 及 0 十 开 1(g 十 #-) 十 于 2 二 2- 

. 十 十 代 m(2" 十 gr")， 的 
此 处 ， 了 茸 o。， 革 4，…， 了 Xm 为 和 的 函数 而 与 ”无关 (由 pm(2) 
一 pn(z 3) 易 知 展开 式 中 对 和 %: 必 有 相同 的 系数 羡 )， 最 高 
次 项 了 mz” 的 系数 莹 必然 是 每 个 因子 

(+o" 1g) (1 + ow" gl) 
. 1 
中 均 取 最 高 次 项 22 yz, 然后 将 它们 相 乘 得 到 的 . 于 是 


后 
三 一 1I 232n1 一 Vit3+5+ "+(2m™1) 一 Op 
红 za 工 _ 


进击 ， pm (V2) 一 站 (1+ vt1g) (1 + wtig-1) 


lto gt 工 十 oemtlw 
工 -十 0Z “ 工 十 AT 到 二 pm (2) 


1 二 22"tly 
-Tm or 人， 


即 (w+ 0") pn oz) 一 1+"tly) pn (2), 
将 国 式 代 入 .并 比较 zz"" 的 系数 , 便 得 到 
es 440。 


Cn-1( 了 一 apm -nt 约 
~ LP 
由 此 式 迭 代 下 去 即 得 
To" 0 To 1 
” (~omtan) ( 工 一 02mA3 ),,, (1 — amt) 
但 是 他 一 0 从 而 
RC ont BC Smid DRA © stat 
I Im) 
于 是 对 0<mn<m 一 1 则 有 


对 


Xo. 


0 
~) I~) (Im) 
1 (1 — oman+2) (1— wnt)... (1— wm) 
其 中 蔗 ， (1 ~ mtin) (一 To 人 一 OH) 
x (1 一 ort9 (1—apmts) (1 — wm) 
Pm (1~— 2m 2n+2) (一 Wm 30t4) oe {1 —2") 
x (一 02mA2n42) (1— w+2n+4)... (1 — 2m), 
从 而 的 式 可 写成 
(1~—o) (1— 0) (~) pm(%) 
一 总 0 十 匀 oe (Cr 二 并 4 
当 mr>co 时 , 卫 ;->1( 对 每 个 之 0), 而 上 式 左边 即 化 为 定理 2 
站 的 左边 , 由 此 即 得 雅 可 比 恒 等 式 .证 毕 . 
下 商 是 雅 可 比 恒等式 一 些 有 趣 的 应 用 . 
定理 2 我 们 有 如 下 的 恒等式 


(1) gogs -=0, qqgi= 之 ( 一 1) "gpg™ ， gog? a p32 on 
co 1 
(2) gogs = ,之 . (一 1) np n(Bn+t1) 


oo 1 _ 1 
一 工 十 > (~—1)" (wv MBm DD "nt ) . 
Li 


证 明 (1) 在 雅 可 比重 等 式 中 取 =]1, 便 得 到 
gog3 = 五 (一 ozm (十 oarD) (1+ a") 


1 
(3) gq ‘qigs( ~ py )- py oat 


~ ES 00). 
车 取 z 一 一 1, 便 得 到 
go 下 Go od) DD (Dw, 


.R= 


车 取 4 一 %, 则 得 到 第 三 个 全 等 式 , 详细 证 明 留 给 读者 . 
(2) 在 雅 可 比 便 等 式 中 到 “= 一 9%a/2， xs 一 op/2, 则 


H (1 ") dQ 一 ar) (1 一 gen-2) 
= 时 (Do ， 
但 是 上 式 左边 即 为 站 (! 一 gr) =gogs 从 而 即 得 (2) 式 


(3) 在 雅 可 比 恒等式 中 取 oyY?, z~yY? 即 可 ， 详 细 
证 明 留 给 读者 . 

上 述 所 有 恒等式 (以 及 还 有 许多 恒等式 ) 都 很 有 趣 ， 但 是 
对 我 们 现在 最 有 用 的 是 第 一 个 恒等式 gog 一 9， 因为 由 此 可 
得 到 

(gog2)* = 一 + 十 >| rp) 07， 

即 对 每 个 正 整 数 , rx(n) 的 母 函 数 为 gg?， 从 而 椭圆 模 函数 
go 和 gs 与 平方 和 表 法 个 数 建立 了 联系 .在 以 后 两 节 里 , 我 们 
直接 由 雅 可 比 恒等式 给 出 72(m) 的 计算 公式 , 然后 由 计算 gg8 
的 展开 式 系数 得 到 7s《n) 的 计算 公式 . 
。 和 2。 


3. ya (Nn) 计算 公式 


本 小 节 我 们 直接 由 雅 可 比 恒 等 式 推出 正 整数 % 表 示 成 
两 个 整数 平方 和 表 法 数 ra(m) 的 计算 公式 . 这 是 由 M. D. 
Hirsohhorn 于 1985 年 给 出 的 证 明 ( 见 American Mathema- 
tioal Monthly, 92(1985), 579 一 580)， 为 了 避免 用 微 积分 ， 
我 们 又 作 了 一 些 改动 ， 事实 上 , rs(m) 的 这 个 公式 是 由 高 斯 第 
一 个 证 明 的 , 我 们 将 在 第 2.5 小 节 介绍 高 斯 的 证 明 . 

定理 8 设 w% 为 正 整 数 . 以 di(m) 表 示 w 的 所 有 模 4 余 
1 的 正 因子 个 数 , 以 ds(m) 表示 % 的 所 有 模 和 4 余 3 的 正 因子 个 


| 
数 , 妈 dW= BD 1, dln)= 之 1, 


dlltata 4) d=3(mod 4) 
则 rs(%) =4(di(n) — ds (n)). 
证 明 在 雅 可 比 恒 等 式 中 , 令 s= 一 gy ，w 一 yY3, 则 
得 到 _ 
Hh -9) (oy") (1—a 3 


一 也 (一 1)"g 2 pi lo 
但 是 开 Go =G-o 9 直人 -oa 
从 而 将 @ 式 两 边 乘 以 4 之 后 便 得 到 


一 > (—1) nga 


将 此 式 右边 分 别 按 偶数 %=2m 和 奇数 m%=-2m~ 工 求 和 ， 则 
它 为 
ss 43。 


他 如 
,2. Ot lgg2m tm 一 ,之 a logan 


在 雅 可 比 恒 等 式 中 取 := oly, zg, 则 得 到 
五 (Tesy4n- 切 (十 or 多 pn-3) (1— gy) 


一 > dn 2 
oo 


若 取 z 一 ay, “= 扩 , 则 得 到 
瓦 G+age CH+orprD (1—y") 


-了 op. 
综合 以 上 各 式 , 便 得 到 
Ga) HQ-ey) 1-0-%y") (1—y") 
=a ll G+tay"™) (toy) (1—y") 
0 二 (+ay™™) (lt+o sy (1—y"). 


于 是 


ey) GE 一 om 人 的 
I 1— y*” 


1 ~ [oH (1 + ot) (Treo 


gg—u 


a-1 五 (1 十 asprra (L144-sy4"-1) | 


= 


oo (1 -+asys"1) (1+o sy-3) 


GT 1 - hn 
1 4 149 一 1 1 4 14n— 3 
dry ) Ta y"™®) 


| (1+ qtyt"3) (1 asye1) | 


一 工 (totyt™t) (1 -+a™ syn-3) 


rl _ 痛 丰 十 gg 和 9) (1 十 ge 人 
x+ @ U ray ms)| 
令 a->1, 便 得 到 | 


oo (1—y")s 


2 一 
到 I TT Ty tt, 四 
其 中 
M=lim® Lt. 1 


ol 1 oi 
oo 工 十 Go-3) (1 +@™ yt”"-1) 
x[1 LL 和 jr | 
( 令 D=a9) 
-3lim_ 工 [1 站 (1B) (b+) 
3 lm bp—1 [1 I (T+ by 1) prs | 
( 令 5=1 十 0) _ 
,1 THY Sg" 3) (1 41t+o) 
“2lim3|1- LD (Ey 二 cy ) ty Te) ] 


6 一 0 0 
ye-3 1 
1[_ ~ (+ eo)(t + e) 
1- ye 1 I 
(+ T+ (1+) 
re 
2 5 区 lt Tyee 1 了 zf 
-et 
x(1 IF 二 工 IF 十 ) 
-ztm 二 [站 人 (了 1 
2'lim 5 |1 ite ITTY tT 
—— -二 + 
IT 了 
-2 二 一生 (re) + 
2 Him 5 [1 Utte Try Ti)t ] 
,45'. 


A 


oo 214r 1 一 工 4n—3 1 
一 2。 一 2 一 -29 一 = 
“lim 3 c … 它 1+y"i 工 十 on 3 


oho- 1 1 /3 全 一) 
-2. (人 
2 TY 工 十 oj 3 
4 ~ ( 4 于 n—8 
I Ts). 


其 中 … 均 表示 略 去 了 e 的 二 次 方 以 上 的 诸 项 ， 这 些 项 对 极限 
值 的 贡献 为 0， 于 是 代入 @ 式 便 得 到 


H (y= BC Qty Ly" (Ly) 
x [1+4 (i Tm TIT -Te 15)], | 9 
将 图 式 除 以 
Hty) -= Ht 
= I Gt") ty) (1—7") 
-ty 1) 


= H+) +t") (I), 


便 得 到 
co __ o Ci 214n -3 
起 (二 二) 一 二 (I 1 Tm Tm). @ 


“fio 1—y) (iy”") 
但 是 所 所 )- 瓦 Se 


= Dy) 


人 羡 ( 1—y” 1) (Ly (1—y™) 
过 ( 1) "y™ 


»46. 


(在 雅 可 比 恒等式 中 取 := 一 二 wy) 
于 是 代入 @ 式 得 到 


(CD) 1 


工 十 入 7 一 1 1 3 


令 y 一 一 wm, 便 有 
gw) ~-( oo") 
一 十 生 翌 (Fs 3 SA ). © 
但 是 (8) =1+ rm 
oo An 一 3 


Pps 1 — V1 3 


一 马 48 一 3 (1 teeter 十 wa(n-8) 十， …) 


p> 


其 中 ww 等 于 不 定 方程 y= 满足 Y 三 一 3 二 1Cmod4) 的 正 - 
整数 解 (2, g) = (%, 4m 一 3) 的 个 数 ， 即 等 于 m 的 模 4 余 1 的 
正 因子 个 数 , 即 om 一 而 (m)， 类 似 地 ， 
dm). 
于 是 代入 @ 式 并 比较 等 式 两 边 mm 的 系数 ， 便 得 到 
ra(m) =4(di(m) — ds(m)). 
证 毕 ， 
【 例 】 m 一 全 00 一 22,3?, 久 ， 由 于 m 的 模 4 余 的 正 因 
子 为 1, 5, 52, 5s, 32, 32.65, 32.53 和 32.53, 共 8 个, 而 模 4 余 
8 的 正 因 子 为 3, 3.5, 3.52 和 3. 品 , 共 4 个 ， 因 此 
fa(4500) =4(8—4) 一 16. 


，427 


当 % 很 大 , 特别 是 m% 有 许多 奇 素 因子 时 ， 上 面 的 计算 仍 
旧 很 麻 糯 ， 现 在 利用 公式 ra(n) =4《d1(n) 一 ds(m)) 来 进一步 
研究 离 数 ra(m) 的 性 质 , 以 简化 计算 rm) 的 工作 量 . 

定义 定义 在 正 整数 集合 上 的 函数 f(n) 叫 作 数论 十 数 
例如 而 (1 ,dsm) 和 ra(m) 都 是 数论 函数 . 

设 (nm) 是 数论 函数 。 如 果 对 任意 两 个 也 素 的 正 整 数 和 
和 %, 均 有 筹 式 (mm) = (oo)jGo ， 则 称 了 是 积 性 函数 ， 

例如 ， 取 值 恒 为 0 或 者 恒 为 工 的 函数 显然 都 是 积 性 数论 
鞠 数 .初等 数论 中 还 有 许多 数论 应 数 是 积 性 的 ， 我 们 这 里 只 
想 证 明 

引 理 2 (1) 以 9 (表示 正 整 数 ” 的 正 因 子 个 数 ， 则 


(nm) 是 积 性 的 。(H) 地 "s(n) 是 积 性 数论 函数 . 


证 明 (i) 设 w% 和 mm 是 两 个 互 素 的 正 整 数 , 如 果 5 了 和 o 
分 别 是 % 和 m 的 正 因子 ， 妓 51n, c|m， 则 5c|mmw， 从 而 ze 是 
wm 的 正 因 于， 反之 , 设 4 为 wm 的 正 因子 , 令 

= pe pg ,。 ge 

是 5 的 素 因 子 分 解 式 , 其 中 pi,，，…, ps, q1,…, 9 为 不 同 的 素 
数 ， 由 于 piria, ommwm， 从 而 pi 必 为 m 或 % 的 因子 . 不 妨 设 
人 |w, 由 于 wv 和 mw 互 素 , 从 而 pztm. 于 是 由 和 | mm 可 知 和 |%. 
同样 地 , 车 psj%, 则 必然 p98|n。， 再 由 ps 和 po 是 不 同 的 素数 ， 
可 知 和 gm， 所 以 ,车 Pi,…, ps 均 除 尽 %, 而 q1,…, g; 均 
除息 mm， 则 一 082…p22 和 c=gf…g 分 别 是 % 和 m 的 正 因 
子 , 而 5 一 zc、 这 就 证 明了 ，?o 的 每 个 正 因子 均 是 % 和 ww 的 = 
两 个 正 因子 的 乘积 。 现在 设 2 和 卫 灼 为 ”的 正 因子 ， c+ 和 
cs 均 为 % 的 正 因 子 , 并 租 bici= bse2, 我 们 米 证 必然 1=5o 同 
时 ci 一 co， 事 实 上 ， 由 于 % 和 mm% 蕊 素 ， 从 而 它们 的 因 于 51 和 es 


4。 


孔 素 ， 由 0= pb20 知 1， 但 是 如 与 os 互 素 从 而 到 | 
5s。 完全 类 似 地 可 知 52151， 但 是 2 和 5s 均 是 正 整数 ， 于 是 
pi 一 bo 从 而 ci 一 cs， 这 就 证 明了 : 对 于 w 和 mm 的 正 因 子 5 和 
c 的 不 同 取 法 , 得 到 wm 的 不 同 的 正 因 子 ， 换 句 话 说， 如 果 m 
和 m 分 别 有 殷 个 和 怠 个 正 因 子 {rni,…, na} 和 {mr …, mp}， 
则 {fnow|i<i<4，1i<j<B} 恰好 是 nm 彼此 不 同 的 全 部 正 
因子 . 于 是 dl wm) 一 4B=2 oo (mm), 即 (mn) 是 积 性 的 
( 闪 ) 设 % 和 mm 是 互 素 的 正 整 数 。 则 由 上 面 所 证 知 mm 
的 每 个 正 因 于 a 唯一 可 下 成 a=bc， 其 中 5 和 oc 分 别 是 nn 和 
” m 的 正 因 子 ， 而 为 奇数 当 且 仅 当 和 。 均 为 奇数 ， 进 一 
步 ，z 三 1(mod 4) 当 且 仅 当 som#dl (mod 4 和 或 者 0 三 0 
3(mod 4)， 于 是 wm 的 模 4 余 1 的 正 因 子 数 而 (wm) 等 于 
da) 十 Gs (Wn)Ga(m)。 同样 地 , mm 的 模 4 余 3 的 正 因子 
数 (np) 等 于 办 (ba dar)d1(m)， 于 是 


三 ra(mm) —d1 (nm) — ds(wm) 


= (Gi(n)d1(m) + ds (n) ds(m)) 
一 (ds (nm) Qs (m) 十 ds (n) os (m) ) 
= (di(n) ~ ds ln)) (di(m) — dam)) 


一 于 ra(m) * 子 72(m). 
即 子 "a(m) 是 积 性 的 . 证 闪 . 


一 个 积 性 数论 函数 (nm) 有 什么 优点 昵 ? 首先 ,如果 fn) 
不 乙 汶 零 ， 那 么 必然 (1) 一 1。 因为 车 对 正 整数 mf(m) * 
0， 则 二 和 m 辣 素 ， 于 是 f(m) 一 f(1.m) f(D)f(m)， 由 


fm) 0 即 知 (1) ~1， 特 别 的 , 二 raCGD = 即 mCD=4 


。49 。 


(事实 上 FF， 十 一 1 有 四 个 整数 解 (z, y) 一 《 土 1, 0) 和 (0， 
土 1)). 其 次 ， 设 n=p?p…pe， 其 中 Pi, 2 是 不 同 的 素 
数 , 则 2 与 区 …22 互 素 ,因此 
Jo = fpE) ff pa 05) 
=f (Pp) Fp) CD 人 2029) 
= f Oph) fp) fp). 
所 以 , 为 了 求 出 fn) 的 表达 式 ， 只 需 对 每 个 素数 寡 入 ， 计 算 
f(p”) 就 可 以 了 . 一 
例如 对 积 性 数论 函数 工 ra(n) ， 我 们 现在 计算 于 ra(2r) 
的 值 ， 当 2 一 2 时 , 2* 只 有 唯一 的 奇 正 因子 lI。 于 是 
于 "22%) 一 看 (37) da (9°) =1—0=1. 
( 换 旬 话说 , 对 每 个 a 之 0, 不 定 方程 必 十 一 2* 均 只 有 4 个 整 
数 解 ) 若 大 1(mod 4)， 则 yr 的 所 有 正 因子 4, p, Pp?，…, pp 
都 是 模 4 余 工 的 因子 ， 于 是 工 ra(pr) 一 +1。 最 后 车 p=3 
(mod 浊 ， 则 工 p?, 04 … 是 模 4 余 1 的 , 而 p, Ps, P5,… 是 
模 4 余 3 的 . 即 
< 0， 车 a 为 奇数 ; 
于 (7) 总 CD 1， 车 a 为 偶数 


I Ce 
利用 公式 。 。 地 "(PP…p5) 一 于 ?C2 
1 a 
x 子 Ta(P2)… 计 2( pe), 


便 给 出 ra(m) 的 下 述 公式 ， 四 
定理 至 设 正 整 数 生 一 200 和 280 人 0， 其 中 24，”…) 

ps, 9 …， gt 是 不 同 的 素数 , 并 且 

罗 50 四 


a 


_— 


Pi 三 po 圭 … 尘 ps 三 1 (mod 4)， 
Qi=q2 二 gl=3 (mod 4), 
则 当 Bi1, …， Bi 至 少 有 一 个 为 麻 数 时 ，rsbn) =0， 而 当 ps 
…，, BB: 均 是 偶数 时 , ra) = 和 (ox 十 (0 十 匀 … (os 十 1). 
证 明 由 于 


EO CO A 于 ma(2) 
于 Tg) 二 ray). 
而 子 "a(2%) 1。 如果 ,为 奇数 ， 则 于 me(gg -0， 从 而 
于 724m) 一 0, 即 rs(m) -0.， 如果 Bi …,B 均 为 偶数 , 则 
于 ro(gf) =1 (1<i<t). 


于 是 于 (的 到 (000… 到 ma(280 一 (oat)…(oot 


_ 即 ra(m) 一 和 oa 十 攻 ……(os 士 芒 ， 证 毕 ， 


用 定理 4 来 计算 ra(m) 就 很 方便 了 . 仍 举 前 面 的 例子 ， 
nn 一 4600 一 22.33.53， 由 定理 立刻 得 出 
72(4500) =4. (8+1) =16. 
| 练习 试 由 定理 和 证 明 关 于 二 平方 和 的 高 斯 定理 ， 正 整数 ”为 二 
平方 和 的 充分 必要 条 件 是 多 的 无 平方 因子 部 分 wm' 没有 模 和 4 余 3 的 素 
因子 。 


4. 74 (MN) 计算 从 起 


我 们 在 前 一 小 节 计 算出 
gigs ==1+ 3 fan) w" 


» ST 。 


~1+4 怠 (Uan_g— Wan_1) 

=1]+4G04— Vst+ Ws— Ur), 
其 中 w= 
于 是 


gigs = =1+ ACO 
和 二 
oo 2 
= [1+4 (su) | 
LT 
=1+8 名 《Wan-s 一 Wan1) 


二 16| >| (win_s 一 we] 。 @ 


本 节 我 们 要 把 此 式 计算 到 底 , 并 由 此 证 明 
定理 5 对 每 个 正 整数 w， ys(n) 等 于 的 模 4 不 同 余 0 
的 所 有 正 因子 之 和 的 8 售 , 即 
nn)=8. SI dd. 


ln 
dmod 4) 


这 个 定理 的 证 明 虽 是 一 些 初等 计算 但 是 复杂 的 ， 关 键 是 
把 @ 式 右边 最 后 一 项 算出 来 ， 我 们 将 计算 分 成 几 个 引 理 . 


引 理 3 至 wm (Ltn) 一 训 n 
Rl] 我 四 
证 明 易 知 
To -0 © 
oo - . oo 2 
这 dt+) 一 总 
= 六 ta 


。52。 


on 十 320 各 十 Sat 十. "十 nem 十,…) 


ug i iM， 
it 
Ms 
S 
Ms 
SB 
和 


vw” 


Ran 
< D3| n+ Dy =1+2y+3y?+4ys+... 
这 个 公式 很 容易 证 明 ; “ 
Ty ty tt (Ly tt 
一 本 十 9 十 内 十 % 十 … 
十 9 十 好 十 内 十 … 
十 二 十 
十 Yy3 十 .…。 
=1+2y+3y?+ ys 二 + 
这 就 证 明了 引 理 3. 
引 理 4 p> CD" Honan) = BGn— Dw. 
证 明 由 人 @ 式 可 知 


左边 = 3 《一 力 " 一 


一 < 二 
| - 忌 (- DD" Brn 
总 m1 any TP 
De 
二 号 (YI 2r2 
呈 ( 弃 一 02 了) 
oo pr 
-2 (1 到) ( 令 7=2n 一 DD 


[a 
er 
所 


2 es DY 
- 司 - 包 二 区 一 -右边 


引 理 5 设 实数 0 不 为 2x 的 整 倍数 , 则 


1 ui ， ， 2 
诗 虽 tusin 0+wasin20+.… ) 
_/1i pA ~ 
= 让 志 万 十 co 十 上 D) cx Cog 80， 
k=1 
其 中 co 地 pA 7 6—w(1+w -上 ). 


(p> 时 ) 
证 明 式 左边 等 于 
过 ctg $) + 六 忆 Un cote sinng 
十 | Umun Sin m0 sin ng. 


m=1 n=1 


但 是 请 大 家 验证 下 面 的 三 角 恒 等 式 . 
i ctg 5 sinm0 = 十 co8 0 二 eos 90+.. 


十 cogs(m 一 1 二) b+ 二 cos ng , 


2gin mb sin ng =008 Cm—n)0— cos(mt no. 


于 是 @ 式 左边 等 于 
人 og 9) 十 > w+oo80+o0820 + 


eon 一 D6+ 二 ooang) 


+ 于 立 py uninLoos (mMm— m0 — cosmtn) 0. 


2 m=1 N=1 


将 它 与 @ 式 右边 相 比较 , 便 知 
au- 去 马 (un 二 器) - 王 习 mn。 ( 引 理 3) 


阐 当 >>1 时 ， 
1 %-t 


1 
一 可 吹 + 翌 Wxti 十 p> Ug+1 ~— 本 2 UiUp. 


请 大 家 利用 的 定义 站 按 验 证 以 下 两 个 全 等 式 
Up = Wp 二 十 Wy) , 


Uppt tt Wt = Up (U1 — Ur) 
于 是 6@%=wy (+ 吝 (ui — pra) - 工 号 (1 + 二 ww) 
2 人 冯 4 天 :1 | 
一 zz [+ 十 Ws 十 … 十 wp 
一 斑 作 一 了 一 (ut uate ts) | 
= (+m - 作 ). 
引 理 6 
(+ 十 PC ums) 一 5 二 MUm, 
证 明 在 引 理 5 中 取 0- 号， 则 得 到 
引 理 6 左边 -让 + 十 吕 olla 十 3 (—1)"com 
- 震 + 到 恒 mi 二 总 (~—1) "wom (+ am — mm) 
一 震 + 玛 守 Cam Dwam-1+ Emmiom 
十 号 (~— Duom (1 uam) -wm 总 (— 1) "om 
- 雷 + 训 > 2 (Bm— 1) wam_s 


十 忆 (—1) "wom(1+ wam) +2 三 (Zrm— 1) um_s 


。 5655 本 


1 1 
= -6 十 喜之 (2m— D Uom_1 
+ 避 Cm- 了 DD)um-。 ( 引 理 人 
1 
“13 到 量 Wln, 
现在 很 容易 得 到 定理 5. 由 @ 的 上 式 知 
it nt4 ou |] 
-1+8 立 muin (5 引 理 6) 


4+m 


-1+8 Dm | Oo 《( 令 b=nm) 
4+1m 
=1++8 PE > m. 
和 41m 
因此 rs(%) -82d. 这 就 证 明了 定理 5. 
4+d 


练习 并 利用 定理 5 证明 拉 格 朗 日 定理 ; 每 个 正 整数 均 可 表 为 四 个 
整数 的 平方 和 . 

2. 设 n 是 奇 正 整 数 ,a>1.. 求证 : 

ra (2%n) = 247s(n)., | 

定理 6 (1) 以 ga) 表示 正 整数 ”的 所 有 正 因子 之 和 ， 
则 go) 是 积 性 函数 . 

(2) 言 mx 人 是 积 性 函数 . 

证 明 (1) 设 ” 和 和 是 互 素 的 正 整数 .车 {a1,，…，0} 
是 的 全 部 正 整数 因子 ，{tpi，…，8 是 mr 的 全 部 正 整数 因 
子 . 我 们 在 前 节 已 经 证 过 ， 当 ”和 互 素 时 , {wb|1&ics, 
II 和 < 甘 恰 好 是 wm 的 全 部 正 整数 因子 .于 是 
e。 56 。 


di(nm) -名 D3 cp 人 宜 mw) 仿 b) =dn)d(m). 
(2) 令 忆 (nm = 多 则 于 Tm) = Dn)， 我 们 现在 来 证 


D(n) 是 积 性 函数 . 没 % 和 了 织 是 互 素 的 正 整 数 . 如 果 wm 和 ”mn 
均 是 奇数 ， 则 "on 也 是 奇数 ， 它 们 的 每 个 因子 均 是 奇数 ， 从 而 
每 个 因子 均 不 被 4 除 尽 、 因 此 

Dm) =d (mm) =d nd mn) = Dm) Dm). 
否则 ,不妨 设 ww 为 偶数 ， 则 mm 必 为 奇数 ， 设 w=w', 其 中 
ol1 而 w 为 奇数 . 车 w 的 所 有 正 因子 为 {24,…, Qi},m 的 
所 有 正 因子 为 {21,…, 9}, 则 20; 均 是 奇数 ， 而 m 的 不 被 
4 除 尽 的 正 因子 为 {81,…, ,221,…, 24,}， 于 是 

DW) =01+ + 十,… 二 20 一 3d(n’), 
同样 地 ，wm 的 不 被 4 除 尽 的 正 因子 为 {Qi8; 和 2s6,| 1<ics, 
JS 和 分 ， 于 是 


Dlwm) ~3 高 窑 b=3d(n) dlm), 
而 Do =d(m)， 于 是 DD(wm) =D(n)D(m)， 证 毕 . 
由 于 言 六 (w) 为 积 性 函数 , 于 是 像 前 小 节 对 于 ra(m) 的 讨 


论 一 样 ， 只 需 对 ”为 素数 乔 的 情形 计算 清楚 即 可 设 m= 
2" (wz> 轧 . 由 于 ”只 有 正 因 子 工 和 2 是 不 被 4 除 尽 的 、 于 是 


言 74(2) =1+2=3， 即 m4(2") 一 3， (注意 对 非 零 积 人 性 西数 
J(W); f(D -1 从 而 言 m(GD = 了 即 m(CD) =8. ) 设 p 是 于 
素数 , 则 

诗 rp) Dp") “dp") 一 工 二 六 十 入 十 … 十 2 


se 67 。 


e+1— 1 
2—1 


综合 上 述 , 我 们 便 得 到 下 面 关 于 raw) 的 计算 公式 . 
定理 了 设 羡 为 正 整数 ,m% 一 2229 02， 其 中 pz, 四 和 是 
不 同 的 奇 素数 ， 则 | 
(1) 当 m 为 奇数 时 ( 即 m6o=0 时 )， 
8g Pe- PE 
% Dit 一 4 到 =) 只 = (£7). . 
(2) 当 n 为 偶数 时 ( 即 oo 之 1 时 )， 
_o4l pr—iV ps—1\. /pe—1 
n=24 人 一 + 鱼池) (从 地 ). 


证 明 由 于 吝 74(m) 为 积 性 画 数 ,从 而 


Br) = Dn) = D2 Dp) D pt). 


再 利用 上 面 给 出 的 DCp 中 计算 公 式 即 可 证 明 . 
【 例 】 n= 一 1990==2.5.199, 而 199 为 素数 ; 则 
ra(n) =24. (1+) (1+199) 一 28800. 


即将 1990 表 成 四 整数 平方 和 一 共有 28800 种 方法 ! 

我 们 给 出 了 rzCn) 和 7s(m) 十 分 令 人 满意 的 计算 公式 . 我 
们 在 上 节 也 忽 述 了 so) 的 公式 , 但 是 没有 给 出 证 明 . 现在 我 
们 再 简要 地 谈 谈 对 于 其 他 上 值 ， 如 何 计算 relm) 的 公式 ? 原则 
上 来 说 , 我 们 可 以 采用 本 节 计 算 re(m) 的 初等 方法 给 出 ra(m) 
和 relm) 的 公式 ， 不 过 计算 更 为 复杂 ， 并 且 因 为 是 初等 , 所 以 
需要 很 高 的 技巧 ， 就 象 加 工 一 个 零件 , 车 用 自动 机 床 , 只 要 按 
-一 下 按钮 , 便 可 自动 按 步 就 班 地 进行 ， 但 是 若 手工 操作 , 则 需 
要 技艺 高 超 交 师傅， 计算 .mw(om) 公式 的 “自动 机 床 ” 已 经 在 数 
学 上 被 发 明 出 来 , 这 就 是 我 们 曾经 提 过 的 模 形式 理论 。 公式 
。 58。 


ze) 和 ye) 出 雅 可 比 于 1828 年 用 他 的 椭圆 模 函 数 求 出 . 爱 
森 斯 坦 和 闵 柯 夫 斯 基 给 出 rs(n) 和 xin) 的 公式 柳 维 尔 
(Liouville) 于 1864 和 1866 年 分 别 给 出 rio(a) 和 ras(o 的 
公式 ，Gllaisher 于 1907 年 给 出 74%) ，ras(m 和 TiaG) 的 公 
式 ;印度 年 轻 早 逝 的 天 才 数 学 家 Ramanujan 于 1916 年 给 出 
yaoCn) ，zss(n) 和 ras(w) 的 公式 ， 苏 联 数学 家 罗 玛 兹 于 1949 
年 给 出 对 5=9, 11, 13， 15, 17, 19, 21 和 23 的 mn) 公式 . 
这 些 公式 均 是 采用 模 形 式 理论 构造 出 来 的 ， 公 式 本 身 已 相当 
复杂 ， 一 般 来 说 天 为 偶数 时 比 天 为 奇数 时 求 rm) 的 公式 要 
容易 , 这 用 模 形式 理论 语言 来 说 , 则 是 半 整 权 模 形 式 理 论 比 整 
权 模 形式 理论 困难 .但 这 些 事情 只 有 在 学 到 高 级 数论 之 后 才 
能 清楚 , 我 们 就 不 多 说 了 . 

练习 ”利用 上 面 ra(2) 的 公式 , 证明， 

G 0 是 各 性 歼 

(2) 当 wz 时 ， ra(29) = 站 (Bet 15); 

当 p 为 奇 索 数 时 , 7s(p”) 一 -3 


(3) 78C100)=16x71x15751., 


5. 再 证 72 (72) 公式 一 一 兼 谈 高 斯 整数 环 


前 面 我 们 采用 母 函 数 方法 ， 并 借助 于 雅 可 比 恒等式 和 一 
系列 计算 ,得 到 ram) 和 7s《n) 的 具体 公式 ， 在 这 一 节 我 们 换 
一 换 口 味 , 介绍 高 斯 如 何 采用 代数 方法 得 到 ra(mw) 的 公式 . 

” ”1801 年 , 高 斯 研究 二 平方 和 问题 ， 即 不 定 方程 2 十 六 一 n 
的 整 解 问题 . 他 把 这 个 方程 写成 如 下 形式 ， 
n= (s+ dy) (2— gy). 


ea。 50。 


然后 利用 复数 的 性 质 , 给 出 m” 何 时 为 二 平方 和 的 判别 方法 . 由 
于 和 % 均 是 整数 , 所 以 问题 只 涉及 这 样 的 复数 , z 十 亡 , 其 中 
o 和 乡 均 是 整数 ， 由 于 高 斯 第 一 个 深刻 研究 了 这 种 复数 的 
性 质 ， 后 人 把 这 种 复数 叫 作 高 斯 整数 。 不 难看 出 高 斯 整数 之 
间作 加 、 减 和 乘法 运算 , 仍 得 到 高 斯 整数 ， 具 有 这 样 性 质 的 集 
合 叫 作 是 环 (或 者 更 确切 地 应 说 成 是 交换 环 , 因为 乘法 满足 交 
换 律 )， 即 我 们 把 集合 


叫 作 高 斯 右 数 环 ， 其 中 名 表示 通 常 的 整数 环 (全体 整 数 也 可 
作 加 、 减 、 乘 法 ， 从 而 也 是 环 )。 高 斯 深刻 地 研究 了 环 和 [ 包 的 
数论 性 质 , 并 由 此 算出 ra() 公式 .然而 , 高 斯 对 马 [ 句 所作 研 
究 对 数学 所 起 的 作用 远 不 止 于 此 , 这 是 我 们 以 后 要 谈 的 ， 现 
在 我 们 先 谈 清楚 环 2[ 妇 的 数论 性 质 , 并 随时 与 我 们 已 经 熟悉 
的 整数 环 Z 进行 对 比 . 

首先 ， 正 像 忆 中 通常 不 能 作 除 法 一 样 ，2[ 匀 中 通常 也 不 
能 作 除法 .例如 1+25 和 1 一 22 均 属 于 2[ 匀 ,但 是 


i+2% (i+22)? 一 3 十 全 
1—26 (1—22) (1+22) 5 


-3 ，4.， 
“ts’ 
不 属于 2[ 订 ,因为 二 和 六 均 不 是 整数 ， 所 以 2[ 避 不 是 
域 ， 现 在 我 们 可 以 像 Z 中 那样 定义 2 可 中 的 整除 概念 ， 
定义 设 “ 和 有 为 高 斯 整数 ， 8 了 0， 如 果 a/B 仍 是 高 
其 整数 , 则 称 忆 整 从 w 或 称 w 被 如 除 , 表示 成 Bla。 如 果 
a/8 和 2 [加 ， 称 B 不 整除 mw 表示 成 Ba 
se 0。 


练习 设 w BY， 6 为 高 斯 整数 ,ar0，5 闻 0. 

(D 若 a1B, 则 a|By. 

(2) 车 alB, ajy, 则 alB+. 

《3) 若 oa|B6, 51y, 则 a618y. 

定义 设 aE2[], a=zTyi， 定义 a 的 范 为 

N(m) = |al?=w +t. 

引 理 ? 设 &, BEEZ[ 匀 . 则 - 

(i) 太 (o) 为 非 负 整数 .并且 太 (o) =0ea=0， 

(2) N (aB) =N (0) NB). 

(3) 车 a#*0, al8, 则 入 (|1N(B). 

证 明 (1) 是 显然 的 . (2)N(mp8) =|x812 一 |a|?181 一 
(a)NN(B). (3) 车 a|B, 则 y=B/a 为 高 斯 整数 .于 是 入 (7)E 
2Z.， 而 入 (B) = 入 (wy) 一 入 (ONC(Y), 由 于 入 (Y)E2， 从 而 
N (om | NCB). 

定义 设 cE2Z[i,wx0， 如果 存 在 7E2[ 裤 ,使 得 ay= 
1,《 这 也 相当 于 说 ol) 则 称 a 为 2[ 匀 中 的 乘法 可 逆 元 ， 简 称 
可 送 元 , 并且 7 叫 作 w 的 弟 . 

引 理 8 (1) 高 斯 整数 w 是 可 道 元 的 充 要 条 件 是 

六 (o) =1. 

(2) Z[ 宁 中 只 有 四 个 襄 逆 元 . 土 和 十 宛 

证 明 (他 设 a 为 2Z[ 宁 中 可 逆 元 , 则 有 YEZ[ 宁 ,使 得 
o7y 一 T、 于 是 NoNG) =NG)=IT 但 是 WO 和 六 (7) 均 
是 通常 (2 中 ) 的 整数 , 并 且 是 非 负 的 ， 于 是 必然 太 (o) =1. 反 
之 ;车 不 (ao) =aa=1, 则 因 4 也 是 高 斯 整数 ， 从 而 由 定义 即 知 
0 为 可 道 元 . 

(2) 令 wa=2T 纪 (2 yEZ). 则 :a 为 可 道 元 SlN(a)== 
十 YP。 但 是 这 个 不 定 方程 只 有 四 个 解 ，(%, 切 ( 土 1, 0)， 


»61.， 


(0， 土 1)， 它 们 分 别 对 应 四 个 可 逆 元 «一 土 I，+i 证 举 . 
由 于 可 道 元 只 有 四 个 { 土 1, 土 让 , 可 直接 验证 , 可 道 元 的 
道 也 是 可 北 元 , 可 逆 元 之 乘积 仍 是 可 北 元 . 
定义 设 c 和 B 是 两 个 非 零 高 斯 整数 ， 如 果 存 在 可 逆 元 
7, 使 得 <= 87， 则 称 w 和 有 等 价 ， 并 表示 成 ww B。 换 名 话 
说 ,a 和 8p 等 价 , 是 指 = B,， 一 B, i 或 者 一 iB. 
不 难 验 证 ，(D)a~a，(2) 著 a~p, 则 B~a、 (3) 著 a~ 
B, B~Y, 则 a~7， 于 是 所 有 高 斯 整数 分 成 许多 等 价 类 .每 
个 等 价 类 包括 四 个 高 斯 整数 { 土 %， 土 ia}。， 特 别 地 , 四 个 可 道 
”元 形成 一 个 等 价 类 { 土 I， 土 让 。 而 不 同等 价 类 中 的 两 个 高 斯 
整数 是 彼此 不 等 价 的 . 
练习 (1) 车 olB, a~ 7 B~6, 则 71B, «$6. 
(2) 求证 a~Besa|B8 并 且 Bla. 
(3) 以 & 表 示 % 的 共 斩 , 若 w 一 B, 则 <~5. 车 alB, 则 215 
在 整数 环 马 中 , 可 逆 元 只 有 两 个 , 土 1、 从 而 整数 和 8 
等 价 的 充 要 条 件 是 = 土 5。 如 果 我 们 只 谈 正 整数 , 那么 正 整 
数 只 能 与 自身 等 价 ， 所 以 在 研究 正 整 数 时 可 以 不 必 引 入 等 价 
这 个 概念 。 一 个 正 整 数 p 叫 作 是 素数 ,是 指 只 有 1 和 是 它 
的 正 因子 。 我 们 想 在 环 2[ 匀 中 也 引入 “素数 ”概念 ， 由 于 
2[ 裤 中 有 较 多 的 可 逆 元 ， 我 们 需要 把 环 马 中 素数 概念 换 一 个 
。 说 法 ,整数 p( 可 正 可 负 ) 叫 作 是 素数 , 是 指 2 关 0, 并 且 p 大 土 1 
( 即 不 是 可 逆 元 )， 此 外 还 要 求 p 的 每 个 因子 或 者 是 土 ( 即 
为 可 逆 元 ), 或 者 是 土 p( 即 与 Dp 等 价 )， 这样 的 素数 定义 可 以 
照搬 到 环 2[ 杂 中 . 
定义 设 w 为 Z[ 妇 中 非 零 非 可 洲 元 , 我 们 称 严 为 高 斯 素 
数 , 是 指 w 的 每 个 因子 或 者 为 可 逆 元 , 或 者 是 与 «等 价 的 高 斯 
整数 . 
e。 62 。 


今后 “素数 ” 均 指 2 中 的 通常 素数 , 用 英文 字母 p, 9 等 表 
示 . 而 高 斯 素数 则 用 希腊 字母 亚 等 表示 . _ 
现在 我 们 给 出 高 斯 素数 的 一 些 例子 . 
引 理 9 (1) 设 w 为 高 斯 整数 ， 并 和 且 N(w) =p 为 素数 ， 
则 mw 必 为 高 斯 素数 ， 
(2) 车 w 为 高 斯 素数 , 则 共 亏 元 也 是 高 斯 素数 . 
(3) +i 是 高 斯 素数 .若是 奇 素数 ， 如 果 p 二 3Cmod 
多, 则 pp 也 是 高 斯 素数 .如 果 p 三 1(mod 4 , 则 存在 高 斯 素数 
ms 使 得 玉 (m) =p, 并 且 w 和 区 是 不 等 价 的 高 斯 素数 ， 
证 明 (1) 由 不 (m) =p 知 w*0, 并 且 中 不 为 可 邀 元 . 进 
而 若 w 一 mB， 其 中 &，BEZ[ 订 ， 则 NN(@N(B) = 六 (Ca8) 一 
(re) 一 p， 由 于 入 (@) 和 入 (B66) 均 为 正 整数 , 从 而 必然 一 个 为 
1 而 男 一 个 为 p, 即 和 6 中 必然 有 一 个 为 可 逆 元 ,而 另 一 个 
则 与 严 等 价 ， 换 名 话说 , m 的 每 个 因子 或 为 可 道 元 或 者 与 mw 
等 价 ， 于 是 x 为 高 斯 素数 . 
(2) 请 读者 自 证 . 
《3) 由 于 入 (十 马 一 2， 从 而 由 (D 知 1 十 i 为 高 斯 素数 . 
设 p 为 素数 并 且 p 二 3(mod 人 名， 如 果 p=apB6， 其 中 &, BE 
2 全. 则 NCONCB) = NCP) = |pl =p 于 是 Nlo) =1,p 
或 者 PP 如 果 NN(@) =p, 令 wa 一 2 十 动 , 2, YEZ, 则 十 访 一 
(a) =2， 但 是 2 不 为 二 平方 和 , 从 而 入 (@) 关 p. 车 入 (w) 一 
1, 则 a 为 可 逆 元 ,而 BB 与 p 等 价 . 车 NN(@) = 入, 则 六 (8) 一 1 
即 B 为 可 逆 元 而 “ 与 p 等 价 ， 这 就 表明 p 是 高 斯 察 数 ， 设 
p 夺 1(mod 入， 由 二 平方 和 定理 知 存 在 整数 ww 9 使 2 十 六 一 
于 是 WCw 十 访 ) 一 p. 由 (四 知 w 一 vn 十 多 是 高 斯 素数 ， 最 后 
证 秋 一 z 十 动 与 严 一 5 一 动 不 等 价 ， 即 "一 动 不 能 等 于 士 (z 十 
多 ) 或 土 iw 十 钦 ) 当 中 的 任 一 个 ， 由 光头 0 和 zw 天 土 y 很 容易 
。 0603 。 


验证 这 件 事情 . 

事实 上 ， 用 引 理 9 (3) 中 的 办 法 可 以 给 出 全 部 高 斯 素数 ， 
为 了 证 明 这 件 事 , 我 们 还 需要 研究 高 其 素数 的 性 轿 ， 读者 不 
难 发 现 ， 下 面 的 概念 、 引 理 以 及 引 理 的 证 明 都 与 末 数 给 豆 中 
的 情形 极为 相似 . 

定义 “ 非 零 高 斯 整数 “和 局 叫 作 互 素 的 ， 是 指 只 有 谭 六 
元 是 它们 的 公 因子 . 

引 理 10 (1) (除法 算式 ) 设 % BEZ[ 妇 ,By0. 则 在 
在 两 个 高 斯 整数 7 和 3， 使 得 c=?78+5 并 且 0<N(3) 一 
NCB) (请 读者 将 Y 和 5 看 成 用 去 除 的 商 和 余数 ). 

(2) 若非 零 高 斯 整数 w 和 有 互 剑 ， 则 存在 Y，5E 2Z[ 引 ， 
使 得 uy 十 85 一 1 

(8) 设 w 是 高 斯 素数 , ,BEZ[ 匀 ， 若 mlaB, 则 mlw 或 
者 w|p. 

证 明 (1) /8 是 域 忆 中 元 素 即 a/B 一 4+Bi, 其 中 
和 4 和 B 是 有 理 数 .我 们 总 可 找到 整数 6, 5， 使 得 |4 一 c|< 
1/2, 18-65|<1/2. 令 y=at+06, 则 YEZ[], 从 而 5a 一 
BY 也 属于 2Z[ 杂 ,并 二 

~(ATBiB— (orbidB 
一 [(4 一 @) 十 (一 芒 订 有. 
于 是 和 (3) 一 N(6).[(4 一 由 2 二 (也 一 芒 习 
<N(p)[( 却 ) +( 二 ) ]<N (GB). 

(2) 设 < 和 有 是 互 素 的 高 斯 整数 ， 考 虑 集合 

M= {ey+B3|y, EZI). 
则 集合 M 有 以 下 两 个 性 质 . 

(1) 车 jvEM， 则 jw 土 EE、，( 江 车, vE 耻 ， 则 
。64。 


Useo0 二 63 v=ayst+ B52， 其 中 Yi, 51, 7Y2, 352E2Q[i， 于 
是 以 土 y = au(7i 士 ys) 十 B (61 士 62)， 其 中 Yi 十 72， 人 土 6s€ 
2Z[ 杀 ,于 是 tv€ MM). 

(二) 车 jE 必 , 则 对 每 个 EZ[ 杂 , ,vxE MM( 请 读者 自 
证 ). 

现在 设 s 是 集合 履 中 范 最 小 的 非 零 元 素 ，( 由 于 a= 
orl+B*0, B=w.0 上 TB. 均 是 M 中 非 零 元 素 , 从 而 范 最 小 的 
非 零 元 素 。 是 存在 的 )， 我 们 现在 证 明 s 是 ML 中 每 个 高 斯 整 
数 的 因子 : 设 jE 必 ， 由 除法 算式 有 /hs 十 ， 其 中 入 , >E 
2Z[ 订 并 且 0<N(y) < 之 N(e)， 由 于 EMM, sEM，XE2[ 人 ， 
根据 上 述 1 的 性 质 G 和 (地 ) 可 知 2 一 岂 一 XesE 了 ， 但 是 0< 
NG)<N(e), 而 8 是 M 中 范 最 小 的 非 零 元 素 , 从 而 必然 一 
0， 即 Ns， 这 就 罕 明 。 是 好 中 每 个 元 素 的 因子 .特别 因 
为 a, BEM， 从 凋 是 < 和 有 8 的 公 因子 ， 但 是 w 和 B 互 素 ， 
所 以 必 为 可 逆 元 、 但 是 sE M， 由 M 的 定义 即 知 存在 和 ， 
KESE[] 使 得 8 一 叶 十 Bj， 从 而 工 = 8.8 开 一 as 于 十 B1Ns- 
到 ?7 一 Xe-5 3 一 Ap8 即 可 . 

(3) 设 wjaB， 如 果 mwfa, 则 mw 和 co 必然 互 素 ( 因 为 wn 和 
a 的 公 因 子 s 也 是 w 的 因子 ， 从 而 s 必 为 可 逆 元 或 者 se 一 
但 是 当 swz 时 wm， 从 而 8 必 为 可 道 元 )， 于 是 有 X NE 
2Z[ 匀 ， 使 得 鸣 十 mp 直 1， 于 是 

m| (mB)N+w ppB) = B(o 二 rp) =B, 

证 毕 . 

现在 我 们 可 以 证 明 ， 

引 独 了 ”每 个 窗 斯 素数 均 与 引 理 9 的 (3) 给 出 的 某 个 高 
电 阅 数 等 价 ( 从 而 引 理 9 的 (时 本 质 上 给 出 全 部 高 斯 素数 )， 

证 明 设 玉 是 任 一 高 斯 导数 ， 则 Y (or) = 号 元 一 m 是 大 

9 05 ， 


于 工 的 正 整数 ， 于 是 可 写成 一 些 素数 之 积 ，m 一 2x…i。 于 
是 wln=px…ps， 但 是 每 个 jp 均 可 分 解 成 引 理 9 的 (3) 中 所 
述 那 些 高 斯 素数 或 它们 的 等 价 高 斯 素数 ( 因 若 p,=2, 则 2= 
人 过 十 分 民 一 分 而 1 一 与 1 等 价 ; 车 jp, 二 1(mod 仿 , 则 p= 
wr, 其 中 ww 如 引 理 9 的 (3) 中 所 示 ; 车 各 二 3Cmod 4)， 则 
Pi 本 身 为 高 斯 素数 )， 于 是 w 一 pr…ps 可 进一步 写成 n= 
oad02…or， 其 中 wy(1<j<<7) 均 基 引 理 9 的 (83) 中 所 述 的 高 斯 
素数 (或 它们 的 等 价 元 )、 于 是 w' |wima…r:， 青 由 引 理 10 的 
(3) 可 知 存在 某 个 wi(I<j<7), 使 得 w'|wi。 由 于 wy 是 高 斯 
素数 , 它 的 因子 w' 必 或 为 可 北 元 .或 者 与 my 等 价 , 由 于 w 也 
是 高 斯 素数 ， 从 而 w 不 是 可 道 元 , 因此 w 与 wj 等 价 .” 这 就 
证 明了 下 理 11. 
练习 ” 写 出 范 不 超过 20 的 所 有 高 斯 案 数 . 

引 理 10 的 三 条 性 质 是 高 斯 整数 环 Z[ 刀 非常 基本 的 性 质 ， 
在 整数 环 Z 中 , 我 们 可 以 用 它们 证 明正 整数 唯一 分 解 成 素数 
之 积 ， 现在 我 们 也 可 以 用 它们 来 证 明 2[ 记 也 有 类 似 的 素 因 
子 唯一 分 解 特 征 . 不 过 由 于 有 较 多 的 可 逆 元 ， 从 而 叙述 上 要 
稍 作 改 动 . 

定理 8 (高 斯 整数 环 Q[ 纪 的 唯一 因子 分 解 定理 ) 

(1) 《存在 性 ) 2[ 宁 中 每 个 非 零 非 可 道 元 均 可 表 成 有 限 
个 高 斯 素数 之 积 . 

(2) 《唯一 性 ) 设 0 一 wimwz…ws 一 wim2…ms 是 w 的 两 个 分 
解 式 ,其 中 wl<i<s) 和 wy(i<j<< 介 均 为 高 斯 素数 ， 则 s 一 
t, 并 且 适 当政 变 诸 my 的 下 标 ,可 使 wi~mi(1<i<s). 

证 明 (1) 存在 性 , 设 wEZ[ 匀 ，w 关 0, 并 且 w 不 是 可 道 
元 , 则 Wo) >>2， 我 们 对 六 (oa 归纳 证 明 ， 当 六 (o) =2 时 ， 
由 引 理 9 知 o 本 身 是 高 斯 素数 ， 现 设 存在 性 对 范 小 于 % 的 高 
»。 66， 和 


斯 整数 均 正 确 , 而 令 和 VC) =m>23、 由 引 理 9 的 (8) 知 每 个 素 
数 p 均 可 吉成 一 些 高 斯 素数 之 积 ,而 mn 又 是 一 些 素数 之 积 , 从 
而 ”也 是 一 些 高 斯 素数 之 积 ， 即 wu 一 不 (oa) 一 wima…ors, 其 中 
mt 均 是 高 斯 素数 ， 于 是 mi|wa， 从 而 wila 或 者 wil4， 而 当 
ozx|x 时 milw 这 就 表明 必 有 高 斯 素数 严 (等 于 mi 或 者 wD) 是 
wa 的 因子 ， 于 是 w=m8，REZ[i]， 由 于 We)>t， 从 而 
NU8J)<Wko， 如 果 和 (8) 一 1， 则 a=wB 本 身 就 是 高 斯 素 
数 ， 如 果 站 (6) > 二 由 于 六 (6)<N(o =n， 用 归纳 假设 可 
知 B 可 表 成 高 斯 素数 之 积 , 于 是 w=mB 也 可 如 此 . 

(2) 唯一 人 性， 我 们 仍 对 丈 (o) 归纳. 如果 不 (o) =2, 则 wa 
为 高 斯 素数 , 并 且 由 引 理 10 知道 范 为 2 的 高 斯 素数 只 有 寺 二 
和 与 十 i 等 价 的 数 ， 因此 若 23=wadzro…os， 则 4=W (0)… 
(ms), 于 是 每 个 入 (wn) 的 范 都 是 2， 所 以 8 一 2, 即 2= are， 
并 且 ma~oa~ (i 十 四 ， 即 2 的 分 解 是 唯一 的 ， 现 设 唯一 性 对 
所 有 范 小 于 的 高 斯 整数 均 成 立 ， 而 令 丰 (o 一 n>2.。 如 果 
om 一 W190。 则 mil。 于 是 存在 某 个 了 使 
mit]wy.， 必要 时 改变 一 下 my 的 下 标 , 不 妨 设 9 一 二 即 wi| i. 
由 于 ma 和 wi 均 为 高 斯 素数 ， 可 知 wi~wi( 为 什么 ?) 即 wi 一 
ams, 其 中 8 为 可 逆 元 ， 于 是 

of/mi=— m9 me — (BENE) m8 mt 
其 中 sm2~mz, 故 ems 仍 为 高 斯 素数 . 由 于 NN (a/wi) < 六 (ao， 
由 归纳 假设 便 知 8 一 1=t 一 1, 即 $= 并 且 适 当 改 变 下 标 可 使 


wa~ 8m2~ mz， Wa~m8,…，msr~vws， 证 毕 . 
【 例 】 将 10+11 分 解 成 高 斯 素数 之 积 ， 
解 ， 由 于 


N(10+112) =221=18.17 
一 (2 二 36) (2 一 86) (1 十 4 人 (一 4， 
全 67 a 


右边 4 个 均 是 高 斯 素数 ， 从 而 它们 当中 必 有 一 个 为 10+115 
的 因子 。 由 此 易 知 10+11i= (2 一 3) (一 1 十 纪 ) 为 素 因 子 分 
解 式 . 1 、 
练习 将 一 19+7i 和 12+9% 分 解 成 高 斯 素数 之 积 . 

我 们 完成 了 代数 准备 工作 , 达到 了 我 们 的 主要 目的 , 即 证 
明了 高 斯 整数 环 Q[ 实 有 唯一 因子 分 解 性 质 ， 现在 我 们 用 它 
来 研究 二 平方 和 问题 ， 我 们 已 经 知道 , 高 斯 整数 环 了 [ 倍 与 二 
平方 和 问题 的 基本 联系 在 于 ， 正 整数 为 二 整数 平方 和 的 充 
分 必要 条 件 为 n 是 某 个 高 斯 整数 的 范 . 

我 们 先 来 证 明 高 斯 定理 ，m 为 二 平方 和 的 充分 必要 条 件 
是 ”的 无 平方 因子 部 分 w' 没有 模 4 余 3 的 素 因子 . 

证 明 令 n=m%m， 如 果 m 没有 模 4 余 3 的 素 因 子 , 则 
m/ 是 一 些 不 同 素数 之 积 , 这 些 素数 为 2 或 模 4 余 1, 而 它们 均 
是 某 高 斯 整数 的 范 ( 引 理 9)， 于 是 mw 也 是 高 斯 整数 的 范 , 从 
而 mm2m 也 是 高 斯 整数 的 范 , 即 ”为 二 平方 和 . | 

如 果 my/ 有 素 因子 p= 二 3(mod 多, 那么 m=pa, 其 中 4 是 
与 p 互 素 的 整数 ， 设 m=p'3?， 其 中 1>>0，(5, p) =1， 则 
n=m2m 一 D2tl02, 其 中 (0b, p) 二 1， 由 于 pp 三 3Cmod 4), 从 . 
而 wp 不 但 是 通常 的 素数 ， 它 也 是 高 斯 素数 ( 引 理 9)， 如果 
将 ab? 分 解 成 一 些 高 斯 素数 之 积 :oa 玉 一 mx me， 于 是 % 一 
2attliors 是 n% 在 2Qf 人 中 的 一 个 素 因 子 分 解 式 ， 并 且 由 
ptab?, 可 知 每 个 ms 均 不 与 p 等 价 。” 另 一 方面 , 如 果 % 为 二 平 
方 和 , 则 有 高 斯 整数 wx, 使 得 太 (o) =aa =n、 设 w=pimi…or' 
是 a 表 成 高 斯 整数 之 积 ,其 中 mt (lio 四 均 不 与 p 等 价 , 则 
a=p 史 1…mt， 其 中 wi (li<t) 也 雹 是 不 与 p 等 价 的 高 斯 台 
数 . 于 是 我 们 又 得 到 % 的 第 二 个 素 因 子 分 解 式 ; 

npr 


但 是 在 这 两 个 表达 式 中 ， 所 含 p 的 个 数 是 不 一 致 的 《22 十 i 类 
28) ， 这 就 与 分 解 的 唯一 性 矛盾 ， 从 而 nm 不 是 二 平方 和 ， 证 
毕 . 
”最 后 我 们 来 推导 ma(m) 公 式 ， 设 为 二 平方 和 , 则 "为 高 
斯 整数 44+iB(4，BE 2) 的 范 ， 它 对 应 mn 的 一 种 表 成 二 
平方 和 的 方法 n 一 4+ B?, 与 a 等 价 的 四 个 数 土 w 土 ie 对 应 
方程 wo2 十 包 的 四 个 不 同 的 解 (4，B)，( 一 全 .一 B，( 一 也 ， 
4) 和 (8, 一 4)， 这 是 由 于 -wu= 一 4-4B， 训 一 一 Bi4， 
一 iw 一 一 64. 于 是 , 范 为 的 高 斯 整数 等 价 类 数 为 子 72Cm). 
以 下 简 记 Dm) = 子 72(m)， 我 们 先 证 D(n) 是 积 性 函数 . 

引 理 可 (1) 设 w 和 秋 是 互 素 的 正 整数 ， 

aE2[i，N (a) 一 non， 

由 存在 B, 7E2[ 纪 ,使 得 a 一 BY， 并且 N(B) 一 n,N(Y) 一 m. 

(2) 进而 车 又 有 Bf, YE2[ 忆 使得 a 一 B'Y，N(B') 一 
%, NOT) =m, 则 B~B', Y~Y. 

(8) DD(m) 为 积 性 函数 . 

证 明 《1) 设 e=wzeemmk…mt, 则 

Ns) NW (a) N rt): N (mh) 一 mm. 

由 于 每 个 本 (mi) 或 李 (m)) 均 是 素数 或 素数 平方 ,而 % 和 m 互 
素 ， 从 而 每 个 (mi) 或 (zy) 恰 好 除 尽 m 和 mm 当中 的 一 个 . 
不 妨 设 Nlm)|n, 六 (cg [Im (ei<s, I<j<t) 
令 B=%1m, 了 一 0 
则 cc 一 B7， N(B)N(Y) wmm, 
由 于 人 W(p) 与 多 互 案 , 从 而 (8) |n， 同 样 可 知 Y(7) |m. 再 
由 力 (B)NW(Y) ~mm 便 知 NN(B) =n, N (7) 一 

(2) 在 假设 条 件 下 ，a8=oxB'， 由 于 No ~o22n 和 和 
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和 (8)=B' 忆 = 加 互 素 ,可 知 w 与 B 互 素 ， 于 是 ulow， 类 似 
可 证 ola， 于 是 a~a ,从 而 86~B'. 

《3) 由 (C1) 和 和 (2) 所 证 ， 可 知 当 记 和 分 别 通 过 范 为 nw 和 
m 的 高 斯 整数 等 价 类 代表 时 , BY 恰好 通过 范 为 wm 的 高 斯 整 
数 等 价 类 全 体 代 表 . 从 而 范 为 wm 的 高 斯 整数 等 价 类 数 
DGwm) 恰 好 等 于 DCn) D(am). 

由 于 了 4) 为 积 性 函数 ， 我 们 只 需 考查 D(w") 的 值 即 可 . 
对 于 2=2, 只 有 一 个 范 为 2 的 高 斯 素数 (等 价 类 ), 即 1 十 却 从 
而 不 计 等 价 , 范 为 2* 的 高 斯 整数 只 有 (十 人 “于 是 刀 (2*) = 
1， 车 p 三 1(mod 多， 则 范 为 的 高 斯 素数 (等 价 类 ) 只 有 两 
个 :B= 和 ,其 中 2 十 如 =p， 于 是 范 为 pr* 的 高 斯 整数 
共有 (不 计 等 价 ), 8*, B"-18, B*-2B?,…, pp 和 Br， 从 而 
DD(p") a 十 1， 最 后 车 jp 二 3Cmod 4 和， 则 2 本身 为 高 斯 素数 . 
于 是 当 a 为 偶数 时 ，D(p”) =1,，《 因 p”? 是 唯一 的 范 为 p”* 的 
高 斯 整数 ); 而 当 0 为 奇数 时 ,DD(p”) 一 0. 

这 样 一 来 ， 我 们 算出 所 有 DLp”). 值 均 与 第 3 小 节 一 致 . 
由 于 了 (mw) 为 积 性 函数 ， 从 而 便 得 到 第 3 小 节 关于 Dn) 的 公 
式 . 于 是 我 们 用 代数 方法 再 一 次 得 到 ra(Ga) =4D(m) 的 计算 公 
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幕 间 休息 
-一 漫谈 代数 数论 


我 们 的 节目 已 经 进行 了 大 半 , 经 过 那么 多 的 推导 和 演算 ， 
读者 可 能 感到 疲乏 (当然 我 们 也 希望 大 家 得 到 一 点 乐趣 )， 现 
在 是 需要 幕 间 休 息 , 喜剧 演员 登场 , 作 轻松 表演 的 时 候 了 . 下 
面 我 们 讲 一 些 数 论 上 的 典故 , 还 是 从 高 斯 说 起 . 

为 了 研究 二 平方 和 问题 ， 高 斯 深入 地 研究 了 环 也 [和 .最 
重要 的 事情 是 他 把 整除 性 、 素 数 等 概念 推广 到 Q[ 妇 中 ， 并 且 
证 明了 素 因子 唯一 分 解 定 理 。 然后 用 这 些 研究 成 果 彻 底 解决 
了 二 平方 和 问题 , 并 算出 ra《w) 的 计算 公式 ， 我 们 在 第 2.5 小 
节 讲述 了 这 件 事 . 

事实 上 , 高 斯 对 任意 正定 二 元 二 次 型 fo, 9) -aoz 二 aog 
二 oy?， 研 究 了 不 定 方程 fc, y) =m 的 整数 解 问题 ， 不 妨 设 
(ga, 5, 0) 一 +， 如 果 了 (lw, 9) 的 判别 式 为 D= 术 一 4ac，, 则 由 于 
j 是 正定 的 , 从 而 D<0, 并 且 D=1 或 0(mod4). 而 不 定 方 
程 f(w, y) =n 的 整 解 问题 归结 于 研究 环 

Ba-2[ 2 |-{4+B. DHE|4, Be2l @ 
的 性 质 ( 请 大 家 验证 Bp 是 环 ,主要 困难 在 于 证 明 Rp 中 可 作 
乘法 )， 例 如 对 二 平方 和 问题 , 一 2”? 十 ,DD 一 一 4, 于 是 

BR_ =-14+B(-3+ 人 4, BEZ} =-{0+DilO, Dez}. 

即 Bs 为 高 斯 整数 环 2Z[. 
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练习 (1) 着 D=0(mod4), 令 = 好, 则 
Ro=Z[V a]=144+BV dh, BEZ). 
(2) 车 D=1(mod4), 则 
B= -2 |={ B24, BEe®, A=B(mod2)}. 


如 果 Bo 也 具有 素 因 子 唯一 分 解 性 质 ， 那么 对 于 判别 式 
为 刀 的 二 元 二 次 型 f(w, y)， 我 们 可 以 完全 一 样 地 研究 不 定 
方程 f(%, 9) =n 的 整数 解 问题 ， 例 如 对 于 je, 9) = 到 十 
2y?，D= 一 8， 于 是 R_s~Z[MV 一 3] ~1A+V 一 3 了 14， 
BE2}， 可 以 证 明 Rs 具有 素 因 子 唯一 分 解 性 质 . 然后 仿照 
fo, g 急 =o2+ 凡 和 瑟 :一 2[w 一 1] 的 情形 ， 就 可 研究 方程 
十 2y? 一 n， 我 们 把 整个 工程 编 成 一 个 大 练习 放 在 本 节 末 屁 . 

高 斯 作 了 大 量 计算 工作 ， 以 验证 环 Rp 是 否 有 素 因 子 唯 
一 分 解 特性 . 他 发 现 当 D~ 一 1, 一 2, 一 3, 一 7, 一 11, 一 19, 
一 48, 一 67 和 一 168 时 ，Rb 具有 素 因 子 唯一 分 解 特 性 ,而 他 
所 计算 的 其 他 Ro 均 没 有 这 个 特性 (从 解 不 定 方程 的 观点 看 
来 , 这 是 令 人 扫兴 的 )， 于 是 在 上 世纪 初 ， 高 斯 洗 着 他 的 手 算 


结果 提出 下 列 猜想 : 当 D<0 时 ， 只 有 上 述 九 个 环 Ro 具有 素 . 


因子 唯一 分 解 特性 ， 这 个 猪 想 在 一 百 多 年 以 后 于 1972 年 才 
由 英国 数学 家 贝克 尔 (Baker) 和 美国 数学 家 斯 塔 克 (Stark) 
相互 独立 地 证 明 ， 其 所 用 的 工具 是 超越 数论 和 模 形式 理论 . 
(又 是 模 形式 理论 ! ) 另 一 方面 ， 当 了 D>0， 并 且 D=1 或 0 
《m6d4) 时 , 由 @ 式 定义 的 Bo 仍旧 是 环 . 用 环 Ro 可 以 研究 
不 定 方程 f(%, y) ~n 的 整数 解 ， 其 中 fo, y) 是 判别 式 为 
D(>0) 的 非 正定 的 二 元 二 次 型 ， 对 于 这 种 环 高 斯 也 手 算 了 
大 量 的 例子 ， 发 现 有 许多 Bo(D>0) 具 有 素 因子 唯一 分 解 特 
性 .他 大 胆 地 猜想 : 存在 无 限 多 个 正 整数 D, 使 得 Ro 有 素 因 
e 72。 
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学 唯一 分 解 特 性 ， 这 个 问题 经 过 一 百 多 年 许多 大 数学 家 的 研 
究 , 至 今 仍 未 解决 ( 既 没 有 证 明 , 也 没有 推翻 ) .这 是 数论 中 遗 
留 下 来 的 著名 猜想 当中 的 一 个 . 

高 斯 这 种 研究 思想 受到 后 来 许多 大 数学 家 的 重视 ， 用 它 
来 研究 其 他 不 定 方程 的 整数 解 ， 其 中 最 著名 的 不 定 方程 当然 
首 推 费 尔 马 方程 

vw" 十 二 2". 
费 尔 马 猜想 当 m>>4 时， 该 方程 没有 整数 解 (w, 9 使 得 
oyz 关 0. 费 尔 马 本 人 对 m==4 证 明了 此 猜想 .不 难看 出 , 如 果 对 
每 个 奇 素数 m=»， 均 能 证 明 此 猜想 成 立 , 那么 这 个 猜想 便 彻 
底 证 了 明了, (为 什么 ? ) 于 是 后 人 集中 考虑 ”为 奇 素数 的 情形 , 
1770 年 ， 欧 拉 证 明了 w=3 的 情形 ;1825 年 勒 让 得 证 明了 
一 5 的 情形 ;1832 年 狄 里 赫 利 证 明了 %=?7 的 情形 、 他 们 的 
证 明 采 用 了 愈 来 愈 复杂 的 计算 . 1847 一 1849 年 ， 德 国 数学 家 
库 默 尔 (Kummer) 迈 出 了 重大 的 一 步 ， 他 系统 地 发 展 了 高 斯 
的 思想 , 即 把 费 尔 马 方程 me 十 凤 一 如 放 到 比 马 更 大 的 环 
Z[¢s] = {00t+arlpt aL? 
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上 去 考虑 , 其 中 如 =e 》 (请 读者 利用 关系 式 1+g 二 如 十 … 

二 -= (一 区 1G-5) 一 0 来 证 明 [四 是 环 )、 这 是 因为 

在 环 Z[Cs] 中 , 即 加 入 数 2 之后, 费 尔 马 方程 mm 二 ge 一 近 便 可 

改写 成 

(vw— vw— C8) (一 和) 一人) 一 一 凶 . 

如 果 2, y, = 均 是 整数 , 那么 2 一 z, oz 一 5 …，z 一 如 - 节 均 属 

于 环 Z[Co]， 从 而 方程 两 边 是 2[z 习 中 一 些 元 素 的 妥 积 ， 库 
` 默 尔 认为 [5i] 具 有 素 因子 众 一 分 解 特性 , 利用 这 个 性 质 , 库 
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默 尔 兴奋 地 宣布 ， 他 证 明了 费 尔 马 猜想 ! 但 不 久 他 意识 到 
2[Z,] 具 有 素 因 子 唯一 分 解 性 质 这 件 事 可 能 并 不 是 对 所 有 奇 
素数 斩 均 正确 . 于 是 他 作 了 大 量 计算 (这 个 计算 比 环 Ro 还 要 
复杂 得 多 )， 发 现 当 =3, 5, 7, 11, 18, 17 和 19 时 ，2Lzo] 
有 素 因 子 唯一 分 解 特性 (从 而 他 用 统一 的 方法 证 明了 当 2p 是 
不 超过 19 的 奇 素数 时 ， 费 尔 马 猜 想 均 成 立 ). 而 25ss] 没 
有 这 个 特性 ， 亩 默 尔 于 是 猜想 ， 当 是 大 于 19 的 素数 时 ， 
罗 [] 均 没有 素 因子 唯一 分 解 特性 ， 这 个 猜想 直到 1976 年 才 
被 美国 数学 家 证 明 , 利用 的 是 解析 数论 工具 . 

库 黑 尔 没有 完全 解决 费 尔 马 猜想 , 但 他 毫 不 甘心 , 竭力 修 
补 他 的 证 明 , 终于 得 到 更 好 的 结果 , 例如 根据 他 的 结果 ， 可知 
对 于 100 以 内 的 奇 素数 p, 除了 37 和 67 以 外 ， 费 尔 马 猜想 均 
成 立 ， 与 过 去 相 比 , 这 无 疑 是 一 项 光辉 的 成 就 。， 但 是 更 重要 
的 是 ， 他 的 工作 促进 了 代数 学 的 发 展 . 例如 他 对 于 素 因子 分 
解 不 唯一 的 环 Z[Ly], 考 虚 对 所 请“ 理想 数 ”进行 分 解 , 而 这 个 
理想 数 便 是 近 进 代数 中 所 谓 环 的 “理想 ”这 一 概念 的 前 身 ， 敲 
斯 和 库 默 尔 这 种 把 纯粹 是 整数 环 2 上 的 初等 数论 问题 放 到 
各 种 更 大 的 数 环 和 数 域 上 去 研究 ， 引 进 了 许多 新 的 代数 概念 
和 结果 , 并 把 这 种 代数 方法 应 用 到 数论 研究 中 , 开创 了 数论 一 
个 新 的 分 支 一 一 代数 数论 . 

十 九 世 纪 后 半 叶 一 直到 第 二 次 世界 大 战 前 夕 ， 是 代数 数 
论 的 黄金 时 代 ， 代数 数论 的 圣地 是 德国 的 哥 庭 根 大 学 ， 希 尔 
伯 特 是 其 中 的 领袖 人 物 ，1898 年 ， 希 尔 伯 特 写 了 一 本 著名 的 
< 数论 报告 ?>， 对 于 代数 数论 作 了 极为 详细 的 研究 . 1900 年 ， 
希 尔 信 特 站 在 通 往 新 世纪 的 门 坎 上 ， 应 邀 在 第 二 次 国际 数学 
家 大 会 上 作 了 题 为 "数学 问题 "的 报告 ， 他 一 开始 便 鼓动 人 心 
地 问 道 : “我 们 当中 有 谁 不 愿意 揭 开 谈 住 未 来 的 面纱 ， 看 一 看 
»74. 
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在 今后 的 世纪 里 我 们 这 门 科学 发 展 的 前 景 和 奥秘 呢 ? 我 们 下 
一 代 的 主要 数学 思潮 将 追求 什么 样 的 特殊 目标 ? 在 广阔 而 丰 
富 的 数学 思想 领域 ， 新 世纪 将 会 带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 结 
果 ……” 随 后 , 他 提 了 二 十 三 个 著名 的 数学 问题 ， 其 中 有 四 个 
是 属于 代数 数论 的 . 九 十 年 来 , 人 们 对 这 些 问 题 的 研究 在 世界 
数学 发 展 中 起 了 很 大 的 作用 .我 们 在 本 书 第 四 章 中 将 要 介绍 
其 中 一 个 问题 , 即 关于 多 项 式 平方 和 的 希 尔 伯 特 第 十 七 问题 ， 
练习 

4. 证 明 Z[LV 一 3]= {4+W 一 5B14, BE2} 为 环 ， 并 且 乘法 
可 逆 元 只 有 土 L 

2. 定义 2[V 一 2 了] 中 元 素 等 价 .元 素 的 范 以 及 “素数 "概念 . 

38. 证 明 ZLV 二 2] 有 除法 算式 , 从 而 有 素 因子 唯一 分 解 性 质 . 

和. 素数 为 2[V 一 全 ] 中 元 素 的 范 ， 当 且 仅 当 p=2 或 者 ps 了 3 
Cnoa8)，( 提 示 ， 当 为 厅 素 数 时 , (二 2) 一 (D5.) 

5. 决定 ZLV 一 3 ] 中 全 部 “素数 ” 

6. 设 ” 为 正 整 数 ， 求 证 :不 定 方程 只 二 2? 一 ”有 整数 解 的 充分 必 
要 条 件 是 % 的 无 平方 因子 部 分 没有 模 8 余 5 或 余 7 的 素 因 子 ，， 

7 以 (mn) 表示 方程 ;十 2y?=n 的 整数 解 个 数 ， 证 明寺 Rn) 是 
积 性 函数 ， 

8. 设 ? 一 22op pg gg 其 中 Qo 之 0, ob … , Cs>1, B1, », 
B:>1. Pi, ***, Poe, dil, ***, Qs 是 不 同 的 素数 ， 并 且 ps 三 1 或 3Cmod8) 
(1<i<s), gy=5 或 7Cmod8)(1<j<t)， 则 当 Bl,…，Bi 当中 至 少 有 
一 个 奇数 时 , RB(n) 二 0， 而 当 B1,…, Bi 均 是 侦 数 时 ， Cn)=2(u+D 
(as 十 二 )。 


三 、- 工 是 平方 和 吗 ? 


一 是 平方 和 吗 ? 即 方程 吕 十 … 十 中 = 一 1 是否 可 解 ? 这 
个 问题 显然 与 要 求解 在 什么 范围 有 关 ， 人 饮 如 在 实数 域 已 或 
者 它 的 任何 子 域 中 ， 一 1 显然 不 是 平方 和 ( 域 了 包含 在 域 召 
中 ， 称 也 为 且 的 子 域 ， 全 如 有 理 数 域 @ 是 及 的 子 域 )， 而 
一 1 在 复数 域 C 中 显然 是 平方 和 : 一 41 一作 十 0, 那么 在 一 般 情 
形 下 , 对 于 任意 给 定 的 一 个 域 ,如何 判别 一 1 是否 为 了 中 
元 素 的 平方 和 ?这 个 问题 是 很 不 简单 的 . 

1926 年 ， 德 国 著 名 数学 家 阿 廷 (BE. Artin) 和 施 莱 尔 
(Sehreier) 对 于 一 1 在 任意 域 中 能 否 表 成 平方 和 问题 建立 了 
十 分 漂亮 的 理论 ， 这 个 理论 的 大 部 分 内 容 是 初等 的 ，1965 一 
1970 年 , 德国 另 一 位 数学 家 费 斯 特 (Pfister) 对 这 问题 又 作出 
重要 的 贡献 ， 他 所 研究 的 问题 是 : 如 果 一 1 在 域 了 中 可 表 成 
平方 和 , 即 域 了 中 存在 元 素 a1,-…, 4a,， 使 得 一 1 一 只 十 … 十 
羽 ,那么 % 的 最 小 值 是 多 少 ?例如 在 复数 域 中 可 取 n 一 1， 更 一 
般 地 ， 对 每 个 包含 识 一 一 1 的 域 也, n 均 可 取 为 1， 再 如 对 域 
QV -2)={otbvV 一 3 lg, 5EQ}， 由 于 iQ@(vV 一 2)， 
从 而 ”不 能 取 为 二 而 由 一 1=(V 一 2 十 1 可知 在 Q@(~M 一 3) 
中 的 最 小 值 为 2， 费 斯 特 的 一 个 漂亮 结果 是 ; 在 每 个 域 中 ， 
% 的 最 小 值 只 能 是 1, 2, 4, 8, … 这 样 一 些 2 的 方 赛 ! 特别 
地 : 若 一 1 在 某 域 了 中 是 七 平方 和 , 则 也 必然 是 四 平方 和 . 费 
斯 特 的 理论 本 质 上 也 是 初等 的 , 运用 了 很 奇特 的 技巧 
。 76 。 


本 章 的 主要 内 容 是 介绍 阿 延 - 施 莱 尔 理论 和 费 斯 特 的 昌 
论 , 并 且 举 一 些 有 趣 的 例子 ， 对 于 大 多 数 结果 我 们 均 给 出 初 
等 证 明 , 但 有 些 地 方 涉及 比较 高 深 的 知识 , 不 是 三 言 两 语 能 够 
.说 清楚 的 , 我 们 便 只 作 些 介绍 ， 


|. 一 | 就是 一 切 


为 什么 对 一 1 是否 为 平方 和 特别 感 兴趣 ?这 是 因为 : 对 于 
任意 域 ,如 果 一 1 是 了 中 元 索 的 平方 和 , 那么 六 中 每 个 元 
素 均 可 表 成 了 中 元 素 的 平方 和 ， 这 就 是 本 小 节 标题 的 确切 
含义 ， 我 们 在 这 小 节 里 要 证 明 这 个 令 人 惊讶 的 事实 ( 引 理 3 
的 (2)), 但 是 要 说 明 一 点 , 就 是 在 我 们 今后 讨论 的 所 有 域 中 ， 


2*0, 从 而 2 是 域 中 可 着 元 , 即 元 在 域 中 是 有 意义 的 . 大 家 也 


许 会 奇怪 : 在 域 中 3 怎么 会 等 于 0? 但 事实 上 这 样 的 域 是 存在 
的 , 甚至 最 最 简单 的 域 就 是 这 样 的 域 , 即 域 中 只 有 两 个 元 素 : 0 
和 1, 其 四 则 运算 与 通常 一 样 ， 只 是 规定 I++I=0. 在 这 个 二 
元 域 中 3( 开 十 切 便 等 于 0. 

阿 廷 和 施 莱 尔 把 在 其 中 一 1 不 是 平方 和 的 域 叫 作 形 式 实 
域 ， 例如 实数 域 (和 它 的 任意 子 域 ) 是 形式 实 域 ， 从 而 形式 实 
域 就 是 实数 域 的 一 种 推广 ， 我 们 的 目标 是 要 判别 一 1 是否 为 
域 中 平方 和 ， 即 要 给 出 了 是 否 为 形式 实 域 的 一 种 判别 方 
法 . 大 家 知道 , 通常 实数 域 中 任意 两 个 不 同 的 实数 «和 如 可 以 
比较 大 小 ( 即 次 序 ); a 之 B, 即 指 wu--B 是 正 数 ， 所 有 的 实数 可 
分 成 三 类 ; 正 实数 、 负 实数 和 0， 并且 正 实数 相 加 及 相 乘 仍 是 . 
正 实数 ， 阿 廷 和 施 莱 尔 发 现 这 样 的 性 质 是 任意 形式 实 域 所 固 
有 的 .为 此 , 我 们 首先 引入 如 下 定义 ， 
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定义 域 友 叫 作 有 序 的 ， 是 指 浆 中 存在 子 集合 尸 具 有 
下 列 性 质 : 

中 域 卫 分 拆 成 {0}, P 和 一 卫 的 并 ,其 中 一 了 P=~{ 一 g| 
4E€ 忆 }， 换 句 话 说， 至 中 每 个 元 素 恰好 属于 这 三 个 子 集 当中 
的 一 个 . 

(2) 若 z, yEP, 则 z+y, 20EP。 即 三 中 可 作 加 法 和 
乘法 . 

卫 中 元 素 叫 作 正 元 素 ， 一 了 中 元 素 叫 作 负 元 素 , 由 此 可 
定义 域 也 中 元 素 的 大 小 ( 即 次 序 ) 关 系 ; 对 于 任意 两 个 元 素 4 
和 5EF， 定义 a>b( 或 写成 5<o) 是 指 4-bEP. 称 作 & 比 
5 大 (或 5 比 g 小 )， 从 而 正 元 素 集合 P 有 时 也 叫 作 域 了 的 
一 个 序 . 

【 例 菩 实数 域 及 是 有 序 域 , 其 中 了 取 为 通常 的 正 实数 
集合 ， 事实 上 ， 实 数 域 及 只 有 唯一 的 序 ( 这 由 下 面 的 引 理 1 
即 知 ). 

车 王 是 有 序 域 , P 是 它 的 正 元 集合 . 对 于 了 的 每 个 子 域 
且 , 邻 P= 有 NP， 则 了 P' 满足 定义 中 的 两 个 条 件 ( 请 读者 自 
证 )， 从 而 给 出 如 的 一 个 序 ， 换 句 话说 , 恕 中 元 素 a 是 正 元 
素 ( 负 元 素 ) 当 且 仅 当 a 在 中 是 正 元 素 ( 负 元 素 )， 这 说 明 ; 
有 序 域 的 每 个 子 域 均 是 有 序 域 . 

【 例 2】 我 们 举例 说 明 一 个 域 中 可 以 存在 许多 个 不 同 的 
序 , 取 卫 =B(wm)， 凤 实 数 域 上 的 有 理 函 数 域 ， 卫 中 每 个 元 素 
可 表示 成 

fle) 
gv) 
其 中 f(z), 9g(w) 均 是 实 系数 多 项 式 , 其 中 glw) 天 0. 令 
f 8) = mt™" +t m10" 0， 


他 一 
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gw) = Bem: T0101 十 … Dn! 0, 
其 中 wm, ,bs, bi 均 不 为 零 ， 我 们 定义 


_{ fe) ol, en 
Pi- gm) *0| 2, 为 正 实数 | 


请 恋 者 证 明 Pi 满足 定义 中 两 个 条 件 ， 从 而 Pi 给 出 域 卫 的 
一 个 序 、 如 果 我 们 定义 


jf) 

Pp -{ 1 oot 为 正 实数 |. 
则 Ps 也 给 出 了 的 一 个 序 、 这 是 两 个 不 同 的 序 ， 即 Pi Pp,. 
例如 a 一 二 2—1 了 对 于 Pi 为 正 元 素 ， 而 对 于 Pa 为 负 元素 . 事实 


上 , 在 域 了 Re 中 存在 无 穷 多 个 序 ; 设 c 为 任意 实数 , Fw) 
为 非 零 多 项 式 , 则 fo) 可 唯一 地 写成 fo) = (4 一 0)" 所 (2) ,其 
中 访 ( 四 为 多 项 式 且 户 (o) 了 0( 换 句 话 说,c 不 是 多 项 式 1(%) 
的 根 ， 即 。 为 f(z) 的 wm 重 根 n>>0)， 同 样 地 ，g(%) ~ 
(w 一 0)'g1(w) , gr1(0) 关 0， 我们 定义 
Pla) ={a= 2 x0| Fie) giCe) 为 正 实数 }. 

请 大 家 证 明 P(a) 给 出 下 = 及 (四 的 一 个 序 ， 对 于 两 个 不 同 的 
实数 4 和,，P(g) 和 了 (5) 给 出 不 同 的 序 ， 鲍 如 当 4>5 时 


么 ?) 因 此 


我 们 证 明了 让 存在 天才 个 也 注意 当 5=0 时 ,了 (0) 
即 是 前 面 的 PP. 
现在 我 们 给 出 有 序 域 的 一 些 简单 性 质 . . 
引 理 1 设 也 是 有 序 域 ,了 特定 义 序 的 正 元 集合 ， 则 
(1) 对 于 每 个 也 中 非 零 元 素 6, 0%? 必 是 正 元 素 . 
(2) 工 必 为 正 元 素 , 一 1 必 为 负 元 素 . 


全 一作 一 人 一 
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(8) 若 a>?, 3>c, 则 a>o， 

(4) 车 a>0,c>0, 则 a+e>0b+d. 

(5) 车 4>5, ce>0, 则 ac>be. 

车 4>5, co<0( 即 指 0>o, 则 po>aco， 

(特别 地 ,车 4>>5, 则 一 > 一 4.) 

证 明 (4) 设 ax#0， 则 ac 和 一 “ 必 有 一 个 为 正 元 素 ， 由 
于 =( 一 @)，， 从 而 2 必 是 正 元 素 的 平方 即 o 为 正 元 
(2) 1~=22€EP, 而 -1€-P. 

(3) 若 6>0, 5>c, 则 wm 一 bE 了 P, 5-c€P 了 ,于 是 4 一 c= 
(6 一 0) 十 (0 一 co) EP， 其余 留 给 读者 作 练 习 ， 

练习 利用 引 理 的 (DD 证 明 实数 域 只 有 唯一 的 序 . 

引 理 2 ”有 序 域 必 是 形式 实 域 . 

证 明 车 五 为 有 序 域 , 由 引 理 工 知 对 每 个 元 素 4€ 了, 必 
然 >>0， 于 是 中 十 看 十 … 十 >>0. 而 一 1<0、， 从 而 一 1 在 
也 中 不 能 是 平方 和 , 即 也 是 形式 实 域 . 证 毕 . 

由 引 理 2 可 知 一 在 到 (z) 中 也 不 是 平方 和 ， 因 为 例 2 
表明 及 (o) 是 有 序 域 . 下 面 我 们 要 证 明 反 过 来 也 对 , 即 形式 实 
域 一 定 也 是 有 序 域 , 也 就 是 说 ; 如 果 一 1 不 是 域 了 中 平方 和 ， 
则 了 中 至 少 存在 一 个 序 . 这 件 事 的 证 明 则 不 显然 了 , 我 们 需 
要 作 一 些 准 备 . 

今后 以 o(F) 表 示 F 中 可 表 成 平方 和 的 元 素 全 体 , 即 

o(F) 一 {gE€ 了 | 为 了 中 元 案 的 平方 和 }. 
如 果 互 是 有 序 域 ， 由 引 理 1 可知 o() 中 每 个 非 零 元 素 对 于 
卫 的 每 个 序 均 为 正 元 素 .。 下 面 引 理 表 明和 集合 oC 了 7) 对 于 域 了 了 
中 加 、 乘 、 除 三 种 运算 是 封闭 的 ， 

引 理 3 ( 车 4%，5E0(F), 则 6+5E0 (FF)，abE 
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- 


o(F). 又 若 3x0, 则 艺 Ec(Z)， 


(2) 车 一 1Eo(F), 则 o(F) 一 也， 换 句 话说, 车 一 1 为 
万 中 平方 和 ( 即 也 不 是 形式 实 域 )， 则 了 是 每 个 元 素 均 是 也 
中 平方 和 . , 

证 明 (DD 车 6= 妆 加， 5 一 轧 抱 则 

a+b 一 访 Q+ 访 多 , 
CD 
& b 名 败 澡 9 ， 
区 -多 -六 习 ( 志 人 
(2) 设 a 为 任意 元 素 , 则 
e+lY /a-i\V_/ot1iY 一 1Y\。 
“( 史 ) 一 (与 ) -( 号 ) 二 (1 ) 
由 于 (43 工 ) (+) ec(P), 若 假设 -1Eo(Z)， 则 由 
() 即 知 a€Eo(F), 于 是 oC(F) 一 也, 证 半 . 

引 理 4 设 万 为 形式 实 域 ，wE 了 , nFo(F)， 则 域 
了 (V6)-{4+BMV -a |4, BE 也 仍 是 形式 实 域 . 

证 明 若 MV=5EF, 则 了 (MV 一 4)==F， 引 理 显 然 成 
立 .下 设 MV 一 4 和 了 ,我 们 用 反 证 法 ,如 果 了 (MV 一 a) 不 是 形 
式 实 域 ,由 定义 知 ~1€0(F(M 一 4a))， 即 -1- 宇 (4i+ 
Biw/=5)- 裤 (4 一 aBD +2 -6 名 4Bo 其 中 4 BiE 
了 .由 V6 也 可 知 宫 4B 一 0, 一 1 内 如 -a 内 如 .如 


果 训 且 -0, 则 一 1 一 访 如 Eo(F), 这 与 也 为 形式 实 域 相 巴 
盾 . 因此 遍 可 0, 于 是 5= (+ 加 4?)/ 当 好 . 由 引 理 3 的 
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(DD) 即 知 gE0CF)， 因 此 当 a 攻 0o(F) 时 , 了 (~ 一 8) 为 形式 
实 域 .证 毕 。 

现在 我 们 证 明 

引 理 5 每 个 形式 实 域 均 是 有 序 域 . 

证 明 设 了 是 形式 实 域 ， 如 果 aFo(F) 并 且 VM 一 6% 和 
也 ,由 引 理 4 知 了 CM 一 4 ) 仍 是 形式 实 域 ， 对 于 了 中 所 有 元 
素 5 和 Fo( 术 ), 均 把 MM 一 6 按 上 述 办 法 加 到 也 中 , 便 可 作成 一 
个 域 

Fi~PF(M -Bb|bEPF, b¢o(F)). 

也 i 仍 为 形式 实 域 ， 如 果 Fi 中 又 有 元 素 mo (Fi)， 我 们 再 
把 这 些 /一 五 加 到 1 中 得 到 更 大 的 域 。，， 如 此 进行 下 去 ， 
最 后 便 得 到 一 个 形式 实 域 ,使 得 如 按 上 述 方式 不 能 再 扩大 
了 ， 即 召 有 以 下 特性 : 对 每 个 4€E 如, 如果 4 后 0()， 则 必然 
~ 一 5E 召 (注意 ， 上 面 所 讲 域 如 的 存在 性 只 是 一 种 形象 
的 描述 , 在 数学 上 是 不 严格 的 . 为 了 严格 证 明 域 如 的 存在 性 ， 
需要 所 谓 “ 超 限 归 纳 法 ” 这 是 比 大 家 熟知 的 数学 归纳 法 更 为 
高 级 的 手段 ， 我 们 不 想 再 讲 什么 是 超 限 归纳 法 ， 只 想 告 诉 大 
家 , 具有 上 述 性 质 的 也 的 扩 域 如 是 存在 的 . ) 

” 我 们 要 证 如 是 有 序 域 (由 此 立刻 鹤 出 其 子 域 了 也 是 有 
序 域 ， 即 证 明了 下 理 晤 ， 为 此 我 们 首先 证 明 ; 对 于 召 中 每 个 
非 零 元 素 x, 在 土 % 当中 恰 有 一 个 是 召 中 元 素 的 平方 ， 这 是 
由 于 如 为 形式 实 域 ， 因 此 一 1 不 是 召 中 元 素 的 平方 ， 从 而 
土 z 至 多 有 一 个 是 中 元 素 的 平方 ， 进 而 车” 是 恕 中 平方 
元 素 , 则 一 2 不 是 平方 元 素 ， 若 " 和 一 w 都 不 是 加 中 平方 元 
素 , 即 V 一 ,wz 生 如 由 加 的 上 述 特性 可 知 十 rzEc( 孟 )， 
于 是 ~1E0(8)， 这 又 与 加 是 形式 实 域 相 矛 质 ， 因此 对 万 
中 每 个 非 零 元 素 2, 2 和 (一 2) 恰 有 一 个 是 如 中 平方 元 素 . 如 
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果 以 卫 表 示 恕 中 全 体 非 零 元 素 的 平方 构成 的 集合 ， 上 述 命 
题 表明 了 和 集合 一 卫 不 相交 ,并且 卫 愉 好 是 {0},P 卫 和 一 了 
的 并 集 ， 并 且 了 中 可 作 加 法 和 乘法 (车 4，yEP 了 ， 即 2=o2, 
y= 二 02, 4, EB, 则 wy== (00)?EP. 而 wy 二 2 十 如 也 是 平 
方 元 素 . 因 车 2 十 3 和 P, 则 或 者 +22E 一 P, 于 是 2 车 一 


一 0 天 0, cE 召 ， 从 而 -1 一 (所 ) +( 卫 ) Eo(F); 或 者 e+ 


C 


咏 =0, 由 于 zaEP， 从 而 6z0, -1=( 之 ) Ec(B). 这 均 


与 也 为 形式 实 域 相 矛 盾 ). 这 就 证 明了 卫 满足 定义 序 的 两 个 
条 件 , 从 而 如 是 有 序 域 ， 这 就 证 明了 下 理 5&. 
“由 引 理 2 和 引 理 5 可知, 一 个 域 是 形式 实 域 , 当 且 仅 当 它 
是 有 序 域 ， 换 句 话说 , 一 1 在 域 了 中 是 平方 和 , 当 且 仅 当 域 
中 不 存在 序 (由 引 理 3 的 (2) 可 知 这 又 等 价 于 ;中 每 个 元 素 
. 均 是 平方 和 )， 由 于 形式 实 域 和 有 序 域 这 两 个 概念 是 同样 的 
事情 , 今后 我 们 只 把 它 叫 作 有 序 域 ， 例 如 , 我 们 可 以 把 引 理 4 
叙述 成 ， 若 玉 是 有 序 域 ，w 伍 c (五 )， 则 瑟 (w 一 4 ) 也 是 有 序 
域 . . 


2. 全 正 元 素 是 平方 和 


- 我 们 在 前 小 节 证 明了 ,车 五 没有 序 , 即 一 1Eo(), 则 万 
中 所 有 元 素 均 为 平方 和 , 即 o(F) = 了 P， 如 果 了 是 有 序 域 , 则 
一 4 生 o( 了 ). 那么 ,了 中 哪些 元 素 是 平方 和 呢 ? 即 oC7) = ?本 
小 节 我 们 研究 这 问题 . 

-定义 设 w€, @ 册 作 也 的 会 正 元 素 , .是 措 对 于 也 的 
每 个 序 , 6 均 是 正 元 素 , 注意 若 五 不 是 有 序 域 , 则 我 们 自然 规 
定 了 了 中 所 有 非 零 元 素 均 是 全 正 元 素 。 
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定理 1 设 cEz,ex0， 则 ccEe(Z) 当 昌 仅 当 6 是 罗 
的 全 正 元 素 . 

证 明 营 卫 不 是 有 序 域 , 则 0o(F) = 不 , 而 所 有 非 零 元 素 
均 是 全 正 的 ， 于 是 定理 成 立 ， 车 也是 有 序 域 , aE€ 了, 6#*0. 
如 果 wEo( 了 ), 即 4 是 万 中 元 素 的 平方 和 , 显然 对 刃 中 每 个 
序 , 4 均 是正 元 素 ， 因 此 a 是 全 正 的 .反之 若 4 竺 c( 万 ) , 则 由 
引 理 4 知 玉 (MM 一 4 ) 也 是 有 序 域 . 设 卫 是 域 了 (MM 一 5 ) 对 于 
某 个 序 的 正 元 集合 ， 则 由 第 一 小 节 例 1 末尾 所 述 ， 集合 P= 
PNF 给 出 域 了 的 一 个 序 .由 于 一 a。=(^M 一 6)?EP， 并 县 
gE€ 了 ,从 而 -aE& PNF=P'. 即 一 4 为 了 中 上 述 序 的 正 元 素 ， 
从 而 @ 对 于 也 的 上 述 序 为 负 元 素 ， 这 就 表明 “不 是 到 中 全 
正 元 素 , 证 举 . 

这 个 定理 在 理论 上 是 很 漂亮 的 ， 但 是 事实 上 判别 有 部 
域 玉 中 某 个 非 零 元 素 4 是否 为 平方 和 时 , 即 4 是 否 为 全 正 元 
素 时 ， 我 们 往往 需要 知道 域 的 所 有 序 , 然后 检验 “对 每 个 
序 是 否 均 是 正 元 素 ， 而 在 一 般 情 形 下 , 要 决定 域 了 的 所 有 序 
是 困难 的 ， 现 在 我 们 就 数论 上 非常 有 用 的 一 类 域 进 行进 一 步 
的 讨论 ， 

我 们 以 Q@ 表示 有 理 数 域 . 有 于 _1eo(Q)， 从 而 8 是 
有 序 域 .事实 上 ，Q 中 只 有 一 个 序 , 即 通常 意义 下 的 序 ， 因为 
设 @ 中 任 给 了 一 个 序 , 令 卫 为 @ 中 对 此 序 的 正 元 素 集合 , 则 
EP( 引 理 从 ， 从 而 对 每 个 正 整 数 wm 一 1 十 1 十 .… 十 4m 


个 )EP. 于 是 对 任意 两 个 正 整 数 m, mw, 空 =mm* ( 广 ) EP. 


这 就 表明 所 有 正 有 理 数 对 于 由 工 给 的 序 均 是 正 元 素 ， 而 记 有 
负 有 理 数 均 是 负 元 案 ， 所 以 由 卫 给 出 的 序 就 是 通常 的 序 ， 即 
Q 中 只 有 唯一 的 序 ， 
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以 和 [o] 玫 示 关 于 w 的 有 理 系 数 多 项 式 全 体 . 这 个 集合 对 
于 通常 的 多 项 式 加 法 和 乘法 运算 形成 一 个 环 , 叫 作 @@ 上 的 多 
项 式 环 ， 像 第 二 节 最 后 一 小 节 对 高 斯 整数 环 2[ 记 所 作 的 那 
样 ， 我 们 也 可 以 定义 环 @[z] 中 的 整除 性 概念 乘法) 可 道 元 
概念 等 等 . 设 fo) 和 (co) 是 @[ 四 中 两 个 多 项 式 ,g(z) 大 0. 如 
果 f(w)/g(w) 是 多 项 式 ， 则 称 glw) 整 除 1 表示 成 g(2z) | 


jw). 并 且 称 g( 四 是 Fo) 的 因子 .如 果 一 二 仍 是 多 项 式 ， 
则 称 g(2) 是 可 道 元 . 
设 多 项 式 9(o) *0 是 环 [9] 中 可 逆 元 , 则 (WE 


为 多 项 式 ， 于 是 9《2)h(z) =1. 设 g(%) 和 有 (w) 的 多 项 式 次 数 
为 nn 和 mm, 则 9g(z)h(w) 的 次 数 为 mn、 而 多 项 式 1 的 次 数 
为 零 、 因 此 十 n 一 0. 从 而 必然 mw 一 n 一 0, 即 g(w) 和 hCw) 均 
为 零 次 多 项 式 ， 即 9 为 非 稚 有 再 反之 ， 车 g(%) 三 6, 6 


为 非 零 有 理 数 , 则 -7 Ey = EQSQIz]， 从 而 9(c) 可逆 , 


这 就 表明 , 环 @[ 四 的 可 着 元 全 体 恰 好 为 全 部 非 零 有 理 数 . 所 
以 环 Q@[%] 中 有 无 穷 多 个 可 北 元 . 

接 下 来 应 当 定义 环 @[w] 中 两 个 多 项 式 的 等 价 概念 ， 与 
高 斯 整数 环 2[ 引 的 情形 相仿 , 对 于 两 个 非 零 多 项 式 f(%)， 
g(2) EQ[w], 称 f(w) 和 g(w) 等 价 ,是 指 存在 可 道 元 ( 即 非 零 
有 理 数 ) 使 得 g(w) =af(w), 并且 表 示 成 f(z) ~g(w). 于 是 ， 

Q@[w] 中 所 有 非 零 多 项 式 分 拆 成 许多 等 价 类 , 同一 等 价 类 中 的 
多 项 式 彼此 相差 一 个 非 零 有 理 数 因子 . 设 Je) 一 gow" 十 
mo-i 十 十 on(uEQ) 是 某 个 非 零 多 项 式 ，woz0( 于 是 j 的 


次 数 为 m) , 则 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 V+ wl 二 二 


wo 


ro 
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与 了 等 价 , 并 且 不 难看 出 , 每 个 等 价 类 中 恰好 有 一 个 首 项 系数 
为 1 的 多 项 式 , 我 们 自然 取 它 为 该 等 价 类 中 的 代表 元 . 

再 下 来 我 们 应 当 弄 清 QIw] 中 哪些 多 项 式 相当 于 通常 整 
数 环 中 的 素数 或 高 斯 整数 环 中 的 高 斯 素数 ， 一 个 高 斯 整数 a 
叫 作 是 高 斯 素数 ,是 指 a 的 因子 或 者 为 可 道 元 ,或 者 与 a 等 价 . 
类 似 地 , 我 们 也 应 当 考 虐 @[] 中 那些 多 项 式 f(z), 使 得 fo) 
的 因子 或 者 为 可 逆 元 ( 即 非 零 有 理 数 ), 或 者 与 了 (2) 等 价 . 这 也 
相当 于 说 f(w) 不 能 分 解 成 两 个 有 理 系数 多 项 式 g(2) 和 hm) 
之 积 , 使 得 g(z) 和 je) 的 次 数 均 小 于 few) 的 次 数 (请 大 家 证 
明 这 件 事 ). 这 样 的 多 项 式 通常 叫 作 是 (Q 上 ) 不 可 约 多 项 式 ， 
所 以 , 不 可 约 多 项 式 的 作用 相当 于 “素数 ”的 作用 . 

有 了 以 上 这 些 概 念 之 后 , 我 们 要 证 明 Q@[w] 也 有 素 因 子 唯 
一 分 解 性 质 . 我 们 证 明 高 斯 整数 环 Z[ 订 具有 素 因 子 唯一 分 解 
性 质 , 是 基于 Zi 中 有 除法 算式 (第 二 节 引 理 10 的 (了 D). 我 
们 在 中 学 里 学 过 环 @[2] 中 也 有 下 面 类 似 的 除法 算式 (只 不 过 
用 “多 项 式 次 数 ” 来 代替 “高 斯 整数 的 范 2)， 

设 jo),gyG)EQ[o ,go 了 0， 则 存在 g(o) ,ro)E 
Qf[ou 使 得 f(w) =g(w)g(w) +r(o)， 并 且 或 者 r(z) 一 0, 或 者 
r(o) 的 次 数 小 于 9 的 次 数 . 

有 了 除法 算式 ， 我 们 可 以 类 似 地 证 明 像 第 二 节 引 理 9 的 
(2) 那样 的 命题 (读者 作为 练习 )， 

设 fc),g(o) 为 两 个 非 零 有 理 系数 多 项 式 ， 并 且 fge) 和 
yw) 互 素 ( 即 它们 没有 次 数 这 1 的 有 理 系 数 多 项 式 公 因子 ), 则 
存在 hlw), 1)EQrz], 使 得 fc)po) +9g(o)1z) 一 圭 

然后 可 以 完全 一 样 地 证 明 ( 读 者 自 证 ): 

， 环 @fw 的 素 因 子 唯一 分 解 性 质 Qrw] 中 每 个 次 数 大 于 
1 的 多 项 式 fo) 均 可 表 成 有 限 个 不 可 约 多 项 式 之 乘积 ; 
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fm) -Pa(z)pato)…2t(o) .其 中 rw) 均 是 和 [四 中 不 可 约 多 
项 式 . 并 且 , 若 又 有 f(%) 一 gi(%)…gs(w) ,其 中 gy(w) 也 均 是 
Q[2] 中 不 可 约 多 项 式 ， 则 1=s， 并 且 适 当 调 整 g/(w) 的 下 标 ， 
可 使 po) woi(o) (LieD). 

设 Fe) =o 二 aaon 十 … 十 om 十 加 是 Q[w] 中 首 项 系 
数 为 于 的 不 可 约 多 项 式 。 由 代数 基本 定理 ， 我 们 知道 方程 
f(z) =0 在 复数 域 C 中 恰好 有 9% 个 根 : oa oz, …，o、 由 于 
j Go) 不 可 约 ， 可 知 je) =0 没有 重 根 ， 即 oj， …， o% 彼此 不 
同 . 设 w 为 其 中 任意 一 个 根 . 

引 理 6 集合 K=Q[la]= {cotcic 十 … 十 en_ion -iceo， 
…， Cn-1E@Q@} 是 域 。 并 且 KK 中 每 个 数 可 唯一 表 成 cei 十” 
十 Ooao (其 中 oo co_iEQ). 

证 明 对 于 玉 中 两 个 数 4=cotcia 十 … 十 crs0"!,， BB 
= 十 Q10 十 … 十 O10”1, 其 中 6, UEQ, 显然 4 土 B= (eo 土 
G0) 十 (Gi 土 Q) oe 十 … 十 (eri 土 ,_1) oIE 及 .又 令 g(w) 一 co 十 
CO42 十 十 oo-W pz) 一 do 二 0 十 … 十 ao" 由 除法 算 
式 知 存 在 g(w) 和 7(w) EQ@[w], 使 得 gC2)h(w) =g(w)f(w) 二 
7(2), 并 且 7(w) 三 0 或 者 7(w) 的 次 数 小 于 f(w) 的 次 数 %， 令 
zz) 一 To 十 T7129 十 … 十 T7410”! 其 中 7.EQ@， 于 是 4B 一 g(w) 
hm) =g(o) fl Tr(o) =7r(e) (因为 fa =0) =ritriat 
… 十 mr-ao GE 玉 .最 后 再 证 玉 中 可 作 除 法 ， 设 Bx*0， 于 
是 %(w) 不 恒 为 0。 我 们 只 需 证 明 BE 天 即 可 ， 由 于 有 Cw) 
的 次 数 小 于 了 (w) 的 次 数 %n， 并 且 flw) 不 可 约 ， 从 而 Cw) 与 
Jow) 互 素 ， 于 是 存在 %(w), 1(w) EQ[w]， 使 得 及 (w)h(z) 十 
1(o)jo) =1 因此 =h(@) pCa) Vl) Fan 一 Bp(a)， 令 
hb(w) 一 6o 十 0 十 … 十 enam，6EGQ， 则 有 (on 一 eo 十 ela 十 … 十 
sno"， 我 们 已 经 证 明了 KK 中 可 作 加 法 和 乘法 . 再 由 eEQS 
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站 和 wxE 芒 便 知 8(o)E 刁 .于 是 由 (oa) =- 可 知 卫 在 六 
中 可 道 .这 就 证 明了 玉 中 每 个 非 零 数 均 可 逆 , 从 而 下 为 域 . 
′ 设 4=co 二 eta 十 … 十 oo-ao 1 一 0 二 cia 二 十 ciord 其 

中 ,EQ， 则 (C60 一 09) 十 (e1 一 OD 十 :十 (6% 一 O_o 
一 0. 令 g(%)=(c0~—el) 十 (et 一 0) vt (6n_ 一 cool 
则 g(a) =0， 如果 -9(c) 不 便 等 于 0， 则 由 于 g(z) 的 次数 小 于 
了 (9 的 次 数 %, 并且 Fe) 不 可 约 , 可 知 g(z) 与 Fe) 互 素 . 于 
是 有 ji) ,IEQrzl, 使 得 fc) hv) 十 glo)1Cm) 一 4+， 从 
而 1=f(o)h(w) 十 glo)1(m) 一 0.h(lm) 十 0.1(o =0， 这 就 导致 
矛盾， 所 以 必然 ylz) 恒 等 于 0， 即 60=60, 61=04; cot 一 
cx-t 这 就 证 明了 表达 式 的 唯一 性 ， 证 毕 . 

引 理 6 中 的 域 玉 叫 作 代 数 数 域 ， 其 所 满足 的 不 可 约 
多 项 式 f(w) 的 次 数 也 叫 作 域 区 的 次 数 . 即 下 叫做 % 交 代数 
数 域 , 或 简称 % 次 域 ， 研究 代数 数 域 的 性 质 便 是 代数 数论 的 
主要 任务 . 

现在 我 们 看 看 代数 数 域 有 哪些 序 ， 设 下 是 代数 数 域 ， 
到 一 Q[o， 其 中 是 某 个 次 不 可 约 多 项 式 f(w) EQ[JW 的 
根 、 设 f(w) 的 所 有 nn 个 根 为 mx,…, an( 当 然 a 是 其 中 之 
一 )， 

(如 果 mw， 均 不 是 实数 ， 可 以 证 明 五 不 是 有 序 

域 ( 从 而 KK 中 每 个 元 素 均 是 平方 和 ). 

(2) 设 m, ,wo 是 实数 (和 >1)， 而 ow41,…, % 不 是 实 
数 ， 则 及 中 每 个 非 零 元 素 均 可 唯一 天 成 4=co 十 caa 十 … 十 
Cn-i0" 了 (C0;EQ@)， 对 于 每 个 5 (<i< 办 ,由 直 理 6 知 到 ;= 
Qfa] = {00+ai0t + on_100 1|@,€E 人 Q} 均 是 域 . 由 于 A¥0, 
从 而 co …， 6。-1 不 全 为 0( 引 理 6)， 于 是 44=60 十 Ci 十 … 十 
Cri0? 开关 0 由 于 ow 为 实数 , 从 而 4 为 非 零 实 数 , 令 
es 88。 


P= {4=oo+elx 十 … 十 ooiE 民 一 和 [ao14 = oo 十 
ca 十 … 十 on- 为 正 实 数 }，、 请 读者 证 明 P; 具有 定义 序 的 
那 两 条 性 质 ， 即 (四 素 分 拆 成 三 个 彼此 不 相交 集合 {0}, P, 和 
一 了 ;的 并 集 ，() 若 4, BE Pi, 则 4+B, 4BEP， 于 是 由 
了 ,决定 出 域 尼 的 一 个 序 . 这 就 表明 ; 车 f(z) =0 有 实 根 ， 则 
KK' 必 是 有 序 域 ， 特 别 地 , 若 (%) 是 奇 次 多 项 式 ,熟知 Fo) 必 
有 实 根 ， 从 而 奇 次 代数 数 域 必 是 有 序 域 ( 因 此 在 奇 次 代数 数 
域 中 , 一 1 不 是 平方 和 ). 

可 以 证 明 : 集合 P,(1<i< 沪 给 出 瑾 瑟 的 二 个 不 同 的 序 ， 
并 且 K 恰好 只 有 这 i 个 序 、 因此， 中 元 素 4 是 全 正 元 素 
( 即 4 在 素 中 为 平方 和 )， 当 和 且 仅 当 4 ,4s,…， 4; 均 是 正 
实数 ， 这 就 给 出 代数 数 域 玉 中 判别 哪些 元 素 可 表 成 平方 和 
的 一 个 切实 有 效 的 判别 法 ， 

【 例 1 设 玉 =Q@(MV 一 3). 则 二 3 是 多 项 式 o2 十 
2EQ[w] 的 根 ， 易 知 2 十 2 在 @ 上 是 不 可 约 的 ， 因 为 车 它 可 
约 , 则 必 可 写成 两 个 一 次 多 项 式 之 积 ， 即 ?十 2= (e 一 o) (2 一 
B), 其 中 一 m, mw 一 BEQ[w], 于 是 a, BEQ@， 从 而 吉 +2 有 
两 个 有 理 数 的 根 . 但 是 ?十 2==0 的 两 个 根 土 ~V 一 3 均 不 是 
有 理 数 ， 因 此 2 十 2 在 Q@ 了 上 不 可 约 ， 由 于 区 十 2 没有 实 根 ， 
由 前 面 记述 , 便 知 及 一 Q@《M 一 2 ) 不 是 有 序 域 ， 所 以 下 中 每 
个 元 素 均 是 平方 和 . 

(或 者 用 下 面 方 法 可 以 更 简单 地 看 出 尼 不 是 有 岸 域 ， 由 
于 一 1= 上 +《V 一 2)”, 即 一 1 为 KK 中 平方 和 , 从 而 不 是 
有 序 域 . ) 

【 例 2】 设 f(w) =oa+z 二 L 我 们 先 证 明了 (2) 为 @ 上 不 
可 约 多 项 式 ， 如 果 了 lw) 在 Q@ 上 可 约 ， 由 于 f (2) 的 次 数 为 3， 
则 了 (2) 必 有 一 次 因子 z 一 a, a€@， 即 f(z) 必 有 有 理 数 a 为 
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根 ， 设 5= 世 ,其 中 中 秋 均 为 整数 ,mm 关 0， 并 且 不 妨 设 风 和 


是 中 = 一 msn 十 m)， 从 而 和 mms， 由 于 双 和 m” 互 素 ， 必 然 
怒 一 土 1， 因 此 为 整数 ， 由 w+a+IL=0， 即 知 w(o2a 十 1) 一 
一 1， 由 于 a 和 ow 十 1 均 为 整数 , 可 知 4= 土 I 但 是 f(D 一 3, 
开 一 也 一 一 1， 所 以 f(%) 没 有 有 理 数 根 ， 即 了 (%) 在 @ 上 不 
可 约 . 

由 于 f(w) 是 奇 次 多 项 式 ， 所 以 它 至 少 有 一 个 实 根 a， 于 
是 (2)=w 二 zw 十 1= (一 oa (2 十 ow 十 (1 十 3))， 由 于 如 十 
Ow 十 (1 十 a3) 的 判别 式 o2 一 4(1+oa) = 一 4 一 3a 天 0， 可 知 
仿 十 ep 十 (1 十 o) 没 有 实 根 ， 这 就 表明 f(w) 的 三 个 根 m1, os， 
o 当中 恰好 有 一 个 为 实 根 a. 

以 8 表示 fo) 的 三 个 根 m, oa, os 当中 的 任何 一 个 ， 令 
kK-Q[B8]= {60 十 C1B 十 caB1co, ol CeEQ}， 这 是 三 次 代数 数 
域 . 当 B=a 时 ,到 一 Q[o 中 所 有 数 都 是 实数 , 区 作为 实数 域 
的 子 域 , 当然 是 有 序 域 ， 但 是 由 上 面 的 结论 我 们 知道 , 即使 B 
是 ( 除 “之 外 ) 另 外 两 个 非 实 根 时 ， 尽 管 此 时 及 =Q@[B] 不 包 
括 在 实数 域 之 中 ，K 仍然 有 序 ， 并 且 对 于 B 为 三 个 根 当 中 任 
何 一 个 的 时 候 , 玉 =QL6] 均 只 有 一 个 序 ( 因 为 f(z) 上 只 有 一 个 
实 根 a)， 这 个 序 就 是 ， 对 每 个 玉 中 非 零 元 素 4 一 co+c1B 十 
c2B? (co, Cly C2E Q), 则 4 为 正 元 素 <> C0 十 C10 十 C207 为 正 实 
数 ， 由 于 玉 中 只 有 一 个 序 ， 从 而 玉 中 非 零 元 素 4 一 co 二 exB 
十 ca8? 是 全 正 元 素 ( 即 4 为 KK 中 平方 和 ) 当 且 仅 当 co 二 exa 
十 caa2 为 正 实数 . 

【 例 3】 尼 =Qrw3]. 由 于 M3 是 不 可 约 多 项 式 ? 一 
2E Q[z] 的 根 而 办 -2 有 两 个 实 根 土 V3， 从 而 = 
。90 。 


Q[~/] 有 两 个 序 ， 一 个 序 为 ,a+5V3(6, 5EQ) 是 正 元 素 
如 0 十 bM 2 >>0， 另 一 个 序 为 4 二 bs/ 2 是 正 元 素 信 4 十 
5(~-V3)=g-5V3>0， 从 而 : KK 中 元 素 4+bV2 (4,5€E 
Q) 是 全 正 的 ( 即 o+DV3Z 是 QLV31 中 平方 和 ) 当 且 仅 当 
wtbM2 和 4 一 5M3 均 为 正 实数 . 

例如 : 2+V 台 是 域 QLV3] 中 平方 和 , 因为 2 十 VB 
和 2 一 M3 均 为 正 实数 .而 1+ M3 不 是 域 QLV3] 中 全 
正 元 素 , 因为 1- V2 <0， 即 1 十 32 对 于 域 QLV 2] 的 第 
二 个 序 是 负 元 素 ， 所 以 , 尽管 T 十 V 2 >0， 但 是 1+ V3 不 是 
域 QLv 5] 中 的 平方 和 1 … 


3、， 一 1 是 几 个 数 的 平方 和 一 一 虚 二 次 域 情形 


我 们 在 第 3.1 小 节 证 明了 一 1 为 域 卫 中 平方 和 的 充分 必 
要 条 件 是 五 中 没有 序 . 在 第 3.2 小 节 我 们 又 介绍 了 一 个 代数 
数 域 中 何 时 一 1 为 平方 和 , 设 代数 数 域 =Q@[a], 其 中 是 
某 个 % 次 不 可 约 多 项 式 f(w) EQ[ 四 的 根 ， 则 一 1 为 区 中 平 
方 和 的 充分 必要 条 件 是 fo) 没有 实 根 ， 现 在 我 们 进一步 问 :. 
如 果 一 是 某 个 域 了 中 的 平方 和 ， 那 么 一 1 在 也 中 最 少 可 
以 表 成 用 个 数 的 平方 和 ?本 小 节 中 我 们 对 了 是 虚 二 次 域 的 情 
形 研究 这 个 问题 . 

我 们 从 前 小 节 知 道 , 所 谓 二 次 域 即 指 域 太一 Q@[ 中 ,其 中 必 
是 不 可 约 二 次 多 项 式 f(s*+az+5EQ[2] 的 根 ， 由 于 


oz-az 二 3 一 s+ 名) + 上 (2 分) 令 g(W) -2 于 )， 
车 “为 fw) 的 根 , 则 w+ 号 为 go) 的 根 ， 由 于 分 是 有 理 数 ， 
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易 知 域 Q[o] 和 [+ 名 | 是 一 回 事 (请 访 者 自 证 )， 因 此 我 们 
不 娘 设 二 次 不 可 约 多 项 式 有 形式 f(%) = 必 ~a， 其 中 4 为 有 
理 数 ， 而 f(wm) 不 可 约 相当 于 说 不 是 有 理 数 的 平方 ， 这 时 
到 =-QivVe], 设 4~ 字 ， 其中, n 均 为 整数 m0， 则 
VE~Y 2 一 土 Vim, 易 知 Q(Va) 一 Q( 工 Vimx) 和 域 
Q@(Vmm) 是 一 回 事 。， 从 而 我 们 又 不 妨 设 4 为 整数 (并 且 不 是 
完全 平方 数 )、 设 4=m2m ,其 中 mm 是 整数 4 的 无 平方 因子 
部 分 , 则 Ma-mvVm, 而 QC(V4)-Q@(MVm). 所 以 最 
后 我 们 知道 每 个 二 次 域 总 可 写成 尼 =Q(wa)， 其 中 % 是 整 
数 , Ma 生 Z, 并且 og 没 有 平方 因子 . 

当 g>0 时 , Va 为 实数 ， 从 而 玉 =-Q@(wa ) 中 所 有 数 
4=co+or we (co C1EQ@) 均 是 实数 ,这 时 称 攻 为 实 二 次 域 . 
当 w<0 时 ， 玉 叫 作 虚 二 次 域 ， 这 时 方程 2 -6=0 的 两 个 根 
土 V& 均 不 是 实数 . 所 以 虚 二 次 域 不 是 有 序 域 , 因此 一 1 在 
任意 虚 二 次 域 中 均 可 表 为 平方 和 ， 事 实 上 ， 这 件 事 可 以 很 
容易 看 出 ， 因 为 设 a= -mw 其 中 中 为 正 整 数 ， 则 一 1 一 
2+ 二 二 十 (M4)?， 即 一 在 典 二 次 域 QCV 一 nn) 中 

(nm 一 了 ) 个 
可 表 成 % 个 数 的 平方 和 . 问题 在 于 : 一 1 能 否 表 成 更 少 个 数 的 
平方 和 ?所 需 最 少 的 数 是 多 少 ? 

一 般 地 , 我 们 设 了 是 没有 序 的 , 并 且 以 8() 表 示 最 小 正 
整数 由 使 得 一 1 为 也 中 个 数 的 平方 和 ， 当 也 没有 序 时 ， 
一 1 总 可 表 成 万 中 数 的 平方 和 ， 从 而 最 小 可 能 的 ww 值 是 存在 
的 . 对 于 虚 二 次 域 及 =Q@(M 一 ,我 们 在 上 面 已 知 s(K)<< 
n. 事实 上 , 对 于 虚 二 次 域 我 们 可 以 算出 s(K) 的 确切 值 来 .而 
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且 有 趣 的 是 ， 这 个 问题 与 第 一 节 关于 正 整 数 才 成 平方 和 问题 
有 非常 密切 的 关系 . 确切 地 说 , 我 们 在 本 小 节 中 要 证 明 下 面 
有 趣 的 定理 ， 
定理 2 设 % 是 无 平方 因子 的 正 整 数 ，K 一 Q@(~M 一 m). 
则 
1， 如 果 %=1; 
s( 玉 ) =4 2， 如 果 人头 二 并且 m 才 7(mod8); 
4， 如 果 mm 三 7 (mod 8). E 
从 第 一 节 的 结果 我 们 可 将 此 定理 改 说 成 ，s( 尺 ) lm 是 
(整数 的 ) 一 平方 (和 ); s( 尺 ) 一 2 em 是 三 平方 和 但 不 是 一 平 
方 (和 );s(K) =4 避 mm 是 四 平方 和 但 不 是 三 平方 和 . 
为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 先 作 一 点 准备 . . 
引 理 了》 若 正 整数 % 是 三 个 有 理 数 的 平方 和 , 则 % 也 是 
三 个 整数 的 平方 和 . 
证 明 设 n=o? 十 B? 二 7” 其 中 o, B, 7 均 为 有 理 数 . 和 
们 将 a, B, ?7 写成 分 数 形式 ， 令 N 是 它们 分 母 的 最 小 公信 


数 , 则 总 可 写成 a 一- 各，B 一 向， ?= 人， 其 中 太 是 正 整 


数 , 而 0, 5, 6 为 整数 ， 于 是 nN?=a? 十 D2 二 02, 即 nW? 可 吉成 
三 整数 平方 和 ， 令 本 2”. 必 ,其 中 MM 为 奇数 .而 令 %n=4。 
m, 其 中 外 m， 则 nN? 一 +6M2m， 由 于 hf 为 高 数 ， 从 而 针 
MM2m, 并 且 因 为 M?=1(mod8)， 可 知 Mm 三 m(mod8). 出 
于 nNW? 为 三 整数 平方 和 ,根据 第 一 节 关于 三 平方 和 的 高 斯 定 
理 , 可 知 用”m 关 7(mod 8)， 于 是 m 才 7(mod 8)， 再 应 用 这 个 
定理 即 知 w” 为 三 整数 平方 和 ， 证 毕 ， 

引 理 8 设 厂 为 任 一 域 ， 则 一 4 为 了 中 平方 和 名 方 
程 代 十 码 十 … 十 避 :1 一 0 在 也 中 有 非 零 解 ,( 即 存在 不 全 为 堆 
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的 了 中 元 素 ca ，anry 使 星 十 … 十 az 一 0)， 四 
:证明 :车 一 1=6@ 十 … 十 ,61 € 下， 则 (oa ，qn4 人 一 
《cu …， Cn, 1) 便 是 方程 吗 二 … 十 史 : 一 0 的 非 零 解 , -反之 , 若 
人 让 7 十 gar4 一 0, 其 中 Q1,…; QiE 卫 并 且 不 全 为 零 . 不妨 
设 ama#0, 则 一 1 一 (于) 二 … 二 (5 ) 、 证 毕 ， 
引 理 9 设 万 为 任 一 域 车 s(F)<3, 则 s(tF)<2, 
证 明 设 一 1=w? 十 区 二 07, 4, 5, cE 如果 1t+a?=0， 
则 一 1=0, 于 是 s(7) = 二 证 毕 ， 若 1+ca 关 0， 请 直接 验证 
+( 鱼 千 ) ， 于是)<2. 证 
注 记 ， 也 许 大 家 不 知 上 面 一 1 表 成 二 平方 和 的 公式 是 息 


么 得 来 的 . 现在 给 出 一 个 更 容易 理解 的 证 明 , 仍 设 1 十 2 尖 0. 
- 则 由 一 1 一 w+ 避 +o 得 到 一 (1+a 一 避 +0， 于 是 一 1= 
有 2 2 J 2 和 2 - 加 
和 
1+w? 关 0， 但 是 我 们 已 经 知道 两 个 二 平方 和 之 积 仍 是 二 平方 
和 ， 这 就 证 明了 定理 . 如果 我 们 将 上 式 具 体 使 用 恒等式 
(ce2 十 92) (2 十 oo9) 一 (22 一 Yo)? 十 (ww 十 yz)，, 便 自然 得 到 引 理 
9 证 明 中 那个 将 一 1 具体 表 成 二 平方 和 的 式 子 . 

“现在 我 们 可 以 证 明定 理 2. 

人 0D 车 w=1， 则 .MV 一 ERK,. 一 1-(MV 一 1)”， 从 丽 
s( 及 ) =1， 反 之 车 s(K) ~1, 则 一 1=(@4+bM 一 m)?==@? 一 
mb3 十 24b MV 一 mr(g, 5EQ@)， 由 于 域 玉 一 Q@(VV 一 凤 ) 中 每 个 
数 表 示 成 c+ dV 一 m (ec, gEQ) 是 唯一 的 , 因此 必然 - 工 一 02 一 
m53, gb 一 0. 若 5 一 0, 则 一 1=o2, 这 显然 不 可 能 . 因此 5 一 0: 
于 是 ~1= 一 m6?, 即 m5?=1。， 由 于 m 是 无 平方 因子 的 正 整 
数 , 从 而 只 能 0 一 土 1， m==1 这 就 证 明了 ;s(K) 一 1 9m 一 1 
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下 设 m 之 2， 于 是 s(K) 守 2. 

(2) 我 们 再 证 ，m 为 三 整数 平方 和 (这 又 相当 于 rw 大 7 
(mod8))st 玉 )<<3 (由 引 理 9 知 这 又 相当 于 s(K) =3). 
首先 车 m=@2 十 B20， 4， 58， CE2， 则 0=@ 十 如 十 9 十 
(Mm)?， 由 引 理 8 可 知 一 1 在 及 中 为 三 平方 和 邑 
s( 玉 )<3， 反 之 , 车 s《 玉 )<3, 则 由 引 理 8 知 存在 4%, bi:(1<< 
i<4)EQ, 并且 a1, 5 不 全 为 零 , 使 得 


0- 训 (aft 可 VY”— IN ) 
-( 这 a-m 祈 ;+2(Sap) Vm 
因此 Dam 2 Dob-0. 如 果 5.(1<i< 信 均 为 零 , 则 
容 中 = 吉 训 可 =0, 从 而 ai(1<6< 人 也 均 为 私 ， 这 与 a 如 不 
全 为 零 矛盾 ， 从 而 &(T< 级 不 全 为 零 ， 于 是 阅 %z0， 从 
而 m( 宇 确 一 (说 )( 宫 本). 现在 我 们 利用 第 一 节 中 关于 两 


个 四 平方 和 之 积 仍 是 四 平方 和 的 恒等式 : 
(十 08 十 台 十 奶 ) ( 钥 十 人 十 媚 十 角 ) 
= (p11+ Voy taysit vays) ?+ B+ OD?, 


4 9 4 9 4 
可 知 mS -(S ai 十 B2+03 十 D2， 但 是 aib1=0， 
t=1 省 一 十 t=1 


于 是 m( 安 礁 ) 是 三 个 有 理 数 平方 和 , 从 而 n 也 是 三 个 有 再 数 
平方 和 ， 再 由 引 理 7 可知 为 三 整数 平方 和 .这 就 证 明了 ; 当 
m1, m 考 7(mod8) 时 s(K)=2. 

(8) 现 设 m=7Gmoi8)， 则 由 (2) 可 知 s(K)>4.、 我 们 
只 需 再 证 s( 玉 ) <4。 这 是 由 于 名 为 四 整数 平方 和 ,mw 一 63? 二 
02 十 c? 十 0 4, 5, 6c, 4E2, 于 是 
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0 一 0 十 如 十 oa-Hd2 十 (一 取 )2. 
由 引 理 8 即 知 一 为 KK 中 四 平方 和 , 即 s(K)< 和 4. 这 就 完成 
了 定理 2 的 证 明 ， 
定理 2 的 整个 证 明 都 是 构造 性 的 ， 即 证 明 过 程 实际 上 给 
出 了 在 庶 二 次 域 中 将 -1 表 成 最 少 个 数 的 平方 和 的 具体 办 法 . 
【 钢 1】 天-Q@(vV 一 7)， 由 定理 3 知 s(K) 一 4， 由 于 
7= 了 2 十 2 十 13 十 23, 从 而 0 一 2 十 2 十 132+23 十 (MV 一 7)?， 从 
而 一 2 一 12 二 3 十 2 十 (MVM 一 7)?， 于 是 
-人 (+ 全 二) + (六 
(当然 还 有 许多 方法 ， 最 简单 方法 是 一 1= 卫 十 3 十 2? 十 
(vv 一 7)2.) 
【 例 2】 下-Q@(Y 一 6)， 由 定理 3 知 s( 及 ) 一 2， 由 于 
6 可 表 成 三 整数 平方 和 . 6 一 世 十 了 十 2， 于 是 一 (3+1》) = 
22 十 (MM 一 6)?， 从 而 
Ee (FD) Je 
/6 


-or <“ 


5 


1) +(1:1+1 


-+ ). 


4. 8 (本 ) 一 2" ( 费 斯 特定 理 ) 


我 们 在 上 小 节 证 明了 ， 对 于 虚 二 次 域 玉 , s(K) 只 取 1,2 
或 4. 事 实 上 ,运用 代数 数论 的 进一步 知识 , 可 以 证 明 , 对 于 任 
意 代 数 数 域 尺 ,区 中 每 个 全 正 元 均 是 中 四 平方 和 . 特别 当 
KK 不 是 有 序 域 时 , 则 一 + 是 四 平方 和 ,于 是 s(K)<4， 再 由 
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引 理 9 便 知 对 于 不 是 有 序 域 的 每 个 代数 数 域 刁 ,s( 瑟 ) 均 只 
取 三 个 可 能 的 值 :1, 2 和 4. 显然 s(K)=1e MV - 工 E 玉 .而 
何 时 8( 及 ) =2 或 s() =4, 在 一 般 情形 下 需要 用 更 多 的 代数 
数论 知识 才能 说 清楚 . 

1932 年 , 德国 数学 家 范 . 德 .瓦尔 登 (van der Waerden) 
提出 这 样 的 问题 ; 哪些 整数 可 以 是 某 个 域 了 的 s( 了 ) 值 ? 1966 
年 , 德国 人 费 斯 特 彻底 解决 了 这 个 问题 ， 他 证 明了 : 

费 斯 特定 理 。 (1) 对 于 每 个 没有 序 的 域 , s(F) 只 能 取 
什 为 2"(n 之 0)。，(2) 对 于 每 个 非 负 整 数 %, 均 存在 域 了 了 ,使 得 
s(F)=—2". 

我 们 在 这 一 小 节 里 证 明 费 斯 特定 理 的 第 (了 部 分 .因为 它 
的 证 明 是 非常 初等 的 ， 至 于 第 (部 分 的 证 明 ， 即 对 每 个 
% 之 0 我 们 构 作 一 个 域 了 , 使 得 s《F) =2”, 则 留 到 下 一 小 节 去 
证 明 . . 

我 们 以 G,.(F) 表 示 域 了 中 可 吉成 n 平 方 和 的 那些 非 零 
元 素 全 体 , 即 

GF)={aE Pla=BY++Bi #0, BE 本. 

让 我 们 再 看 一 下 引 理 9 的 证 明 后 面 的 注 记 ， 便 会 发 现 我 
们 在 证 明 s( 了 ) 3 时， 关键 是 利用 了 “两 个 二 平方 和 之 积 仍 
是 二 平方 和 ”这 一 事实 , 即 Go(F) .Gs《F)CGs《F). 由 于 我 们 
还 知道 “两 个 四 平方 和 之 积 仍 是 四 平方 和 ” 即 Gs(F) .G4(F) 
全 hs( 了 )， 由 此 可 以 完全 类 似 地 证 明 s(F) 不 能 取 值 5.、 6 和 
7. 证 明 是 非常 简单 的 ， 如 果 一 + 在 域 卫 中 是 七 平方 和 ， 亏 
一 1 二 扩 十 … 十 多, 其 中 mE 了 则 

— (i+at+at+o) 一 吗 十 号 十 0 二 03 
如 果 革 十 星 十 吗 十 曝 一 0 则 一 = 中 十 是 8, 于 是 s(F) <5, 
如 果 i 十 明寺 咀 十 咀 天 0, 则 . 
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~1= 0 十 0 二 08 十 c2 
工 十 咀 十 咀 十 咀 


9 |. 身 
[人 全) +( 和 分 ) + 全) 六 (他 ) 
"( 荆 十 Gi 十 0 十 q2). 
其 中 4=1 二 十 咀 十 虽 关 0. 但 是 有 边 为 两 个 四 平方 和 之 积 ， 
从 而 仍 为 四 平方 和 ， 因 此 一 可 吉成 四 平方 和 ， 即 sCF)< 生 
总 之 , 我 们 证 明了 ; 若 s《7)<7, 则 s(F) 4， 这 就 表明 s( 了 了) 
不 能 取 值 5, 6, 7、( 注 意 s(F)<56 坊 Ss(F)<6 坟 8(F)<7=> 
s(F) <4. ) 
”为 了 证 明 费 斯 特定 理 的 (1， 自 然 会 想到 ， 是 否 对 每 个 域 
也 和 每 个 %>0， 均 有 Go(F)Gw《F)CGw(F)? 即 是 否 了 中 
两 个 2” 平方 和 之 积 仍 是 ， 2” 平方 和 ? 答案 是 肯定 的 ， 我 们 首 
先 证 明 ， 
引 理 10 设 刀 为 域 , % 关 0, m= 一 2”, C= 十 … 十 0, G1:E 
加， 定义 
1， 如 果 “ 一 广 
io 如 果 ?7 
则 域 下 中 存在 m2 个 元 素 {95|1<i, J 和 wm)}， 满足 下 列 条 件 ， 
(D sy=0 . (1<j<m); 


(1<i<m, 1<ij<m). 


(2) 总 Sex 了 一 癌 suso 一 3o (sm 1<i<m). 


证 明 沙 m=0, 则 和 = co=ci， 取 sa=ci 即 可 . 现在 我 
们 对 ww 作 数 学 归纳 ， 设 mn>1, 并 且 引 理 对 ww 一 1 的 情形 成 立 ， 
(i) 先 设 ec=0. 如果 所 有 6c; 均 为 零 , 则 所 有 sy 均 取 零 值 
即 可 。 现 设 c :不 全 为 零 ， 不 妨 设 c1#0( 否 则 ， 适当 调整 0; 的 
下 标 和 sy 的 第 一 个 下 标 即 可 )， 令 sy=c04/ct， 则 siy=61(1 
jm) ,并 且 
se 0838 * 


辽 snsn 一 cr? > ciCxCiCk 一 CT2040i 也 全 一 Coco 一 0， 
同样 地 ， 之 susu 一 0。 从 而 如 此 选取 的 sy 满足 引 理 中 两 个 条 


件 . 
(ii) 设 cA0. 令 8 二 09 十 … 十 063%， 二 08ti 十 … 十 0 
由 于 c=g 十 5 关 0， 从 而 4 和 不 全 为 零 . 不 妨 设 40( 当 
5#*0 时 可 类 似 证 明 )。， 由 归纳 假设 贾 知 存在 五 中 元 素 {ew， 
bi1<i<2"-1,1<j<2" 寺 ,使 得 - 

i) oy=0, by=0mpi<j<2")).. 


Ql De 


二 ) 衬 GinQik — > anmw—=ody (1l<i, j<2"), 


2n-1 


Qn-1l 
Sobn= Boubu= bday (lei j<2"). 
k= k= 
现在 我 们 对 于 1<i, j<2” 令 


Sj Wj, $1, 20-14 一 by, Son-i44,24-14j — 


2n-1 


Sonit4 f= 0 了 > anbudy. 


显然 su 一 az 一 of S144 一 D4 一 Conn+s (Ij<2"”7)， 从 而 引 
_ 理 中 条 件 (全 成 立 . 另 一 方面 , 对 于 1<i, j<2"” ,由 让 和 记 
可 和 | 
匆 2n-1 2n-: 
Z smsm 一 Daramt Dbmbn= (ot Db) dy =edy. 
k=1 . k=1 k=l1 . 


nt 


4% - - ， Qn-1 
S) SiSxj 一 > CgGM 十 0 2 > (% mbidiss) ( 2 arwOrs rs) 
k=1 k=1 k=1 tt,1 “td 
= adyt or 它 ， Duanbrvars > ON 
一 KB; 十 q > 3 ， DocubzywGgzyBit 
一 084 十 0 名 bunbwm 《根据 St 定义 ) - 
二 | 
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一 G8i5 十 GT 之 adr’ 之 Onbre 
一 635 十 1 $ and 
,2 


=a0s+0 0 之 uy = 064063 = C0. 


+ On-1 2n-1l 
Di Sago rsp— DC—0 TD) DB obuonint ambm 
R==1 _ k=1 t,t k=1 
一 《一 “)D> ps > Qaimt 守 Qn bsw 
一 一 之 cpx3z 十 > ON 六 和 


一 一 之 CA 之 Cup0p 一 0 一 032hty， 


1 Qn-} Qn-1 
>A Sx, 2*-14+49Ki 一 > Dm + > iy ( 一 0 1) 3) CR 
k=l k=1 k=1 tt 

一 0 一 CO2n-144, 4. 


同样 可 证 . 
wy Lu . 
Sonitl, pS2n-14#,h p> 2 Sy, $2n-1418k, 22-1+1 一 cy. 
k= k= 


于 是 {sy|1<i, j<<?} 即 为 所 求 . 

注 记 ， 上 述 计算 看 不 出 问题 的 实质 ， 如 果 大 家 知道 甜 阵 
的 运算 , 我 们 可 以 把 证 明报 述 得 更 易 理解 : 我 们 的 引 理 是 要 求 
找到 你 阶 方 阵 8 = (sw) (<i, jm)， 使 得 SS =SST=cI, 
(其 中 S87 表示 方 阵 的 转 置 , I 为 m 阶 单位 方 阵 ), 并 且 要 求 
cu …, om 是 B 的 第 一 行 ， 像 引 理 证 明 那 样 取 2"-: 一 了 阶 方 
阵 4= (oh 和 了 = (5w), 使 得 474=447=als,, BTB=BB" 
一 ?Ia ， 并 且 44 的 第 一 行为 (ou, …, cox,) ,BB 的 第 一 行为 
(cry …， em) (由 归纳 假设 保证 4, B 的 存在 性 )， 则 我 们 
在 引 理 中 所 构 作 的 方 阵 5 实际 上 是 
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s-( 4 B 
人 -armdzrB?4 A ) 
利用 和 矩阵 运算 容易 验证 S78 一 S87=cI。, 并 且 8 的 第 一 行为 
(cu， °°, Cm). 
现在 我 们 证 明 ， 
定理 8 设 了 为 域 ,n 之 0, m 一 2”, 则 
Gn(F)*Gn(F) = Gn(F). 
换 句 话说 ; 域 中 两 个 % 平 方 和 之 彝 积 仍 是 平方 和 . 
证 明 设 wi ,Ym, V1, ,Vm 了 .由 引 理 10 可 知 存 
在 了 中 元 素 {ss|1<s2 j 志 ?7 和 { 志 |1<i jm}， 使 得 
S1 一 2 y=D (i<j<m), 
之 sasx 一 之 SpiSyj — Us, 
之 txt = 之 trib = vO, 
其 中 = 虽 十 … 十 他 ,29 二奶 十 … 十 号 ， 现 在 令 
i= Sou (<i<m), 
则 
Wow2t 十 吧 ~ 立 人 ( 辫 Ta ) 儿 衬 wav) . 
~ ,Vv 之 Wi es 
一 人 >) VIpV I UO 
办， 了 


uD VV = UV = 


一 (十 十 %2) (09 十 … 十 03)， 
这 就 表明 五 中 两 个 mr 平方 和 之 乘积 仍 是 m 平 方 和 ， 从 
而 Gn(F)Gn(F) EGn(F). 另 一 方面 ， Gn(F)=Gn(F)'1 
SGn(F)Gmu(F), 于 是 Gm( 了 )Gm(P) 一 Gm( 了 )， 证 毕 . 
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鞠 在 我 们 证 明 费 斯 特定 理 的 第 (了 部 分 ， 即 对 于 任意 域 
卫 , s( 了 ) 只 取 形 如 2? 的 值 ， 我 们 只 需 证 明 ; 若 2 <m<2"， 
击 s《F)<m, 则 必然 sS(F) 志 2"1 因为 这 就 表明 s( 万 ) 不 能 取 
2 的 方 替 以 外 的 入. 由 假定 知 , 存在 1,…, am€ 卫 ,使 得 
一 1 一 咀 十 … 十 am， 注意 mm>>2 + ， 从 而 又 可 写 为 一 仁 十 吗 十 
人 二 地) 一 Go 十 十 5， 此 式 右边 为 2 平方 和 ， 
而 左边 括号 内 平方 项 数 为 革 Tu 一 2 福 2 一 开工 一 2 一 
2" +， 于 是 可 加 上 一 些 0 使 得 左边 括号 内 也 是 2 平方 和 , 
从 而 我 们 有 公式 

一 (好 十 … 士 碍 -一 既 十 … 十 但 
即 
_1= (2 十 十 W254) (4 十 :十 02m) 
(0 十 十 Wz) 
= (PF). 


于 是 s(7)<2” .证 上 毕 . 


E Garr (FI Gs CF) 
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四 、 多 项 式 平方 和 


1. 历史 的 回顾 


前 两 节 我 们 谈 的 是 整数 平方 和 ， 第 三 节 我 们 逐渐 谈 到 任 
意 域 上 的 平方 和 问题 .我们 讲述 了 阿 廷 - 施 鞠 尔 结果 : 域 
也 中 元 素 是 也 中 平方 和 的 充 要 条 件 是 4 为 了 中 的 全 正 元 
素 ， 本 节 中 我 们 又 回 到 一 个 具体 的 域 , 即 实 数 域 及 上 的 多 变 
量 有 理 函 数 域 妨 (zz, …， wm). 我 们 要 研究 这 个 域 上 的 平方 和 
问题 . 

用 及 [zz，za, …，z] 表 示 以 wz1,…，w 为 未 定 元 的 实 系 
数 多 项 式 全 体 ， 大 家 知道 两 个 实 系数 多 项 式 f(w1,…, mw) 和 
g《wm1,，…，, wn) 是 如 何 相 加 、 减 和 相 乘 的 , 并 且 所 得 结果 仍 是 实 
系数 多 项 式 . 于 是 及 [za …， wm,] 是 环 , 叫 作 及 上 对 于 wa 
…;， 的 多 项 式 环 ， 两 个 这 样 的 多 项 式 相 除 ( 即 写成 分 式 ,其 
中 分 母 不 为 零 ) 叫 作 及 上 关于 ww …， 加 的 有 理 函 数 ， 有 理 
函数 之 间 可 以 作 四 则 运算 ， 所 以 形成 域 , 叫 作 及 上 关于 wm， 
…， 因 的 有 理 函 数 域 ， 表 示 成 肪 (v1,…, wm,)， 我 们 今后 将 看 
到 这 是 有 序 域 , 从 而 一 1 在 及 (ci, …, mw) 中 不 是 平方 和 ， 而 
有 理 函 数 a 一 wwi,…, ww) 关 0 为 平方 和 的 充 要 条 件 是 a 为 
全 正 元 素 , 即 对 于 及 (wi,…, w,) 的 每 个 序 , o 均 是 正 元 素 .但 
为 了 判别 “是 否 为 全 正 元 , 需要 知道 域 及 (ci …, zm) 的 所 有 
可 能 的 序 ， 这 是 不 容易 的 ， 但 是 可 以 考虑 比较 容易 的 事情 ， 


。 103。 


如 果 有 理 函 数 w= w(wa， …，, zw) 可 以 表 成 平方 和 , 即 存在 多 项 
式 (ca， 四 tn) ， gC, 的 %,) ER [wi, 0 gn] (1&éem), 
使 得 
人 
二 (ga i cu 
Ym (V1, +, on) 

那么 将 21,，…, zm 代入 任意 一 组 实数 (cu …，w)， 只 要 上 式 
EA 必然 


a (@1, “0 一 站 全 十 
人 > >0. 


具有 这 样 性 质 的 有 理 函 数 a 叫 作 正定 的 ， 换 句 话说 , 我 们 有 
如 下 的 定义 ， 

定义 ” 实 系 数 有 理 函 数 wz ，…，o) 电 做 正定 的 ， 是 指 
对 任意 实数 ct ，…，qw， 只 要 wa(et …，q) 有 意义 ( 即 分 母 不 
为 零 ) , 则 必然 al@1,，… an) 之 0. 

由 上 述 可 知 ， 域 及 (ci …， zw,) 中 每 个 平方 和 必然 是 正 
定 的 . 反 过 来 对 吗 ? 1900 年 ， 希 尔 伯 特 著名 的 二 十 三 个 问题 
中 , 便 有 一 个 是 ， 

希 尔 伯 特 第 十 七 问题 关于 zz ， 的 实 系数 正定 有 
理 函 数 是 否 一 定 可 表 成 有 限 个 关于 w1,…*， 的 实 系数 有 理 
函数 的 平方 和 ? 

如 果 答 案 是 肯定 的 , 那么 我 们 实质 上 是 对 于 域 Re 
… wn) 中 全 正 元 素 给 出 了 另 一 种 刻 划 方式 ， 因 为 车 答案 是 肯 
定 的 , 则 便 有 : . 

0 一 Q(t ,9 正定 全 0 是 平方 各 c 全 正 。 
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正 是 为 了 攻克 这 个 问题 , 阿 廷 和 施 莱 尔 于 1926 年 建立 了 
形式 实 域 理 论 ， 他 们 发 现形 式 实 域 和 有 序 域 这 两 个 概念 是 等 
价 的 . 然后 又 证 明了 “a 为 域 五 中 平方 和 * 和 “a 为 也 中 全 正 
元 素 ” 等 价 . 阿 在 将 他 们 发 展 的 理论 用 于 域 及 (wi,…, ww), 证 
明了 全 正 元 素 和 正定 元 素 这 两 个 概念 是 一 致 的 ， 从 而 肯定 地 
解决 了 希 尔 伯 特 第 十 七 问题 . 

阿 廷 的 证 明和 后 人 给 出 的 其 他 证 明 方法 都 需要 较 多 的 数 
学 知识 , 在 本 书 中 就 不 作 介绍 了 . 我 们 想 谈 的 是 下 面 的 问题 ， 
及 [v3,…, ww] 中 每 个 正定 多 项 式 是 否 一 定 可 表 成 RR[w1, …， 
wo] 中 有 限 个 多 项 式 的 平方 和 ? (根据 阿 廷 的 结果 , 它 一 定 是 
也 (ca, …，mmn) 中 有 限 个 有 理 函 数 的 平方 和 . ) 希 尔 伯 特 时 在 
1888 年 就 研究 了 这 个 问题 ， 为 了 介绍 希 尔 伯 特 的 结果 , 我 们 
需要 两 个 简单 的 引 理 . 

引 理 1 设 fc …，om) 是 实 系数 非 零 多 项 式 ， 则 必 存 
在 ”个 实数 ai …, ,使 得 f(a1,…， 4) 基 0， 换 句 话说 , 如 
果 对 任意 实数 ou …，aw, 了 (@1,…，0) 均 为 零 ， 则 多 项 式 
恒 为 零 . 

证 明 ”我们 对 多 项 式 了 的 变量 个 数 n 作 数学 归纳 ， 当 
n 一 0 时, 8 为 常数 5。 由 假设 知 < 关 0 于 是 引 理 1 显然 成 立 . 
当 n=1 时 , 了 =f (w) 是 非 零 多 项 式 . 它 的 实 根 只 有 有 限 个 (其 
个 数 不 超 过 的 次 数 )， 因 此 存在 实数 a1, 使 得 f (ms) 头 0. 现 
设 引 理 对 mw 一 1 成立 ， 令 mn 之 2， 如 果 /cx ,mm) 中 不 出 现 
ww 则 化 为 % 一 的 情形 ， 由 归纳 假设 知 引 理 1 成 立 ， 现 设 
中 出 现 ww， 于 是 将 了 按 wm 展开 : 

了 一 ogg(Ct oo, Tai) Tolga (oa r+, Wt) + 

Tog Wl ee, Vn) + go V1 rr, Wn 人. 
其 中 4>1，gs(wz,…, mm- 不 便 为 零 ， 由 归纳 假设 ， 存 在 实 
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数 1 …, 0%_1, 使 得 gz(q1,…, 0 天 0， 令 6 一 gi(01,…， 
@ 1)， 则 fai, 1 On Cn) =Ca0s + Oa vd 十 十 Cn 十 0o， 
其 中 6ERB, cs 关 0, 于 是 这 个 多 项 式 至 多 有 a 个 实 根 , 从 而 存 
在 实数 ou 使 得 81,…, Qi, an) 关 0. 证 毕 . 

” 注 记 ， 上 面 证 明 只 用 到 实数 域 具有 无 限 多 个 元 素 ， 所 以 
将 实数 域 改 成 任何 无 限 域 , 引 理 1 均 成 立 ， 另 一 方面 , 引 理 1 
对 于 有 限 域 不 再 成 立 ， 如 对 于 二 元 域 了 ={0, (其 中 1 填 1 
一 0), 多 项 式 ”一 z 不 恒 为 零 ， 但 是 了 中 所 有 元 素 均 是 它 的 
根 . 

设 J (ca …，m) 是 实 系数 多 项 式 (或 者 系数 属于 任意 域 
也 ) ,的 每 个 单项 式 有 形式 mw?rw8*…w*”*， 其 中 a 为 非 零 实数 
(或 域 了 中 非 零 元 素 )， 我 们 称 这 个 单项 式 的 次 数 为 71 十 7 
士 … 十 mo 而 它 对 于 变量 vw 的 次 数 为 7.(1<i<n)， 多 项 式 f 
中 包含 的 单项 式 次 数 的 最 大 值 叫 作 了 的 次 数 . 同样 地 f 包含 
的 所 有 单项 式 对 vw 次数 的 最 大 值 叫 作对 wv 的 次 数 ， 例如 
(oa oo we) 一 ViT22s 十 2 的 次 数 为 3, 而 对 于 w1, wa 和 ws 的 
次 数 分 别 为 2, 1 和 +1， 车 了 中 每 个 单项 式 的 次 数 均 为 mw, 则 
了 叫做 mm 次 齐 次 多 项 式 ，m 次 实 系数 多 项 式 (v1 …， 2%) 
按 单项 式 展开 可 写成 

Jp 一 加。 ei 个 押 

由 于 了 的 次 数 为 m, 从 而 必 有 某 组 右 ，…， 负责 十 … 十 各 一 7 
使 得 Ait, 天 0. 而 多 项 式 

(oo oo 一 好生， 王 


mo” .wo ” go 


= Dw 
$1 bn 0 “ 
和 二 十 训 妆 所 - 
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将 力 


ot 4 

~ > Wn WTO VE WR 
人 - 

0 于 碟 十 十 纹 三 1 


《和 一 名 一 在 一 一 入) 

是 关于 2o， 0 “Tn 的 和 次 齐 次 多 项 式 . 注意 FU, TH， 5 
0D,) =f ci， 人 00)， 而 对 m 次 齐 次 多 项 式 F (wo, V1, *""), 0 ) ， 
则 下 (azo， aol on) 一 or 有 (co …，0o)， 其 中 必 为 任意 实 
数 . 四 


引 理 2 设 f(w1,…, ww) 为 m 次 实 系数 多 项 式 ，J 不 便 


为 零 , 则 /为 正定 的 全 齐 次 多 项 式 
F (wo, 四 9) 一品 1( 鱼 ， ””) 鱼 ) 
为 正定 的 . 


”证明 车 m=0, 则 了 一 了 ~sE 有 R. 而 /正定 避 4>0 侣 
也 正定 , 从 而 引 理 显然 成 立 ， 下 设 m 之 1， 若 了 (wo …，4) 
正定 , 则 了 (v3,…， 26%) = 下 (1 oo …， 0w) 正定 . 反之 , 若 f or， 
0 正定 , 则 joy 61) = fn (V1 7, 0) fn (1 
mm) 十 十 及 C01， 1) 士 万 (人 2,) ,其 中 (81 …， cr) 
是 的 所 有 5 次 单项 式 之 和 . 当 卢 关 0 时 , 户 是 4 次 齐 次 多 项 
式 ， 于 是 对 每 个 实数 入， 
FN py Ko) = Mr fn (ps, «0 te) 

TN fm 11 Wn) + 

十 Poco 中 
由 于 /的 次 数 为 名， 从 而 fm 天 0， 于 是 存在 实数 oa，-…，awn， 
使 得 fm《w4…,&,) 下 0( 引 理 1. 由 取 式 知 当 入 的 绝对 值 很 大 
时 ，f (Ma …, Wa) 的 符号 与 "f(a1,…, 0) 的 符号 一 致 , 因 
为 四 式 右 边 第 一 项 的 值 起 主要 作用 . .如 果 m% 为 奇数 , 则 当 和 
绝对 值 很 大 时 和 jc 0) 和 (一 和 ”ja ar) 一 


一 jc， 4) 符 号 相反 ， 因此 fg Mr) 和 fC— Mai, 
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”? 一 AM) 一 正 一 负 ， 这 与 了 正定 矛 质 . 因此 和 必 为 偶数， 
并 且 户 (co gm) >0， 从 而 fm(w1,，…， 0) 必然 是 正定 的 . 
由 于 


BF (wo, V1, wn) 
- 守 几 全 a ) -an (wo mf (v1, “0 wn) 
asdf (oy 2 0m) fol 1 tn)) 
= fn V1, 2 On) 十 ojfor_i(ct 3 Wn) 
+ ot fo py， oo 
因此 对 任意 实数 Cd “**, Wn, 五 (0， CI，"…， 为 = fn (G1, “°° 
) 之 0 而 当 oo 为 非 零 实数 时 ， (ao, oz …, an) =o8f( 名， 
,名 )>0，( 由 于 m 为 偶数 而 了 正定 , ) 这 就 证 明 思 正定 
证 毕 ， 

引 理 3 设 f(w1,…, ww) 为 m 次 实 系 数 多 项 式 ,m 之 1. 则 
fw …, zw) 为 实 系 数 多 项 式 平方 和 也 (wo, …, am) = 
8f( 鱼 ，…， 名 ) 为 实 系数 多 项 式 平方 和 . 

证 明 如果 ,j 是 实 系数 多 项 式 平方 和 , 即 

Fox， ™ ,Mn) = fi(m1, 5 VD) 十， “十 户 (ct， 机 ,Dn)? 2 @) 
其 中 方 , …, 访 均 是 实 系数 多 项 式 . 则 了 正定 ,从 而 mm 为 偶数 
( 见 引 理 2 的 证 明 )、 令 m2s, 则 


LAC 全) 


vo” 0 


A . )| +… 


oa 
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设 户 ，…， 五 的 次 数 最 大 信 为 1 如 果 71>s, 不 妨 设 户 …, 广 
的 次 数 为 4， 所, …, 五 的 次 数 小 于 1 其 中 7>1， 令 (vw 
tr) 为 所 (01，…,，%%) 中 所 有 工 次 单项 式 之 和 (<i<7). 
将 回 式 右边 展开 , 它 的 最 高 次 数 为 21, 而 如 次 部 分 为 中 十 … 
耳闻， 但 是 加 式 左边 次 数 为 3 一 28， 即 左边 没有 2 次 部 分 . 
于 是 - 
| 0=F+ + (rf>1). .@ 
由 于 人 ia …，on) 天 0， 从 而 有 实数 xd， …，aw 使 得 glo, 
;0m) 天 0( 引 理 了 ， 于 是 扫 (gt 90m) ?十 … 十 gr (G1 
0) >>0, 而 这 与 @ 式 矛 盾 . 这 表明 1<s, 即 及 , …, fs 的 次 数 
均 不 超过 s， 从 而 @ 式 右边 是 关于 zo, …，%, 的 4 个 多 项 式 
的 平方 和 .这 就 证 明了 车 了 为 多 项 式 平方 和 , 则 齐 次 多 项 式 
2 czo …，%) 也 是 多 项 式 平方 和 ， 反 之 , 车 了 (wo,…, 2m) 为 
多 项 式 平方 和 , 即 
PF (wo, ta, 1 tn) = Pi po, Tl, 0, Wn) 
+ Palvo, ~…, 2,)?, 

则 f (83 0, $n) = Pl, v1 0) = Pi By, oe, Wn) ?+ 
十 了 Poll, ob ，…，%)?, 即 了 也 是 多 项 式 平方 和 .证 毕 . 

基于 引 理 2 和 引 理 3, 为 了 考查 实 系 数 正定 多 项 式 是 否 
为 实 系数 多 项 式 平方 和 ， 我 们 只 需 考虑 实 系数 正定 齐 次 多 项 
式 即 可 ， 对 于 w m 之 1, 我们 以 Pa 表示 n 个 挛 量 cz，…， 
wn 的 实 系数 正定 2m 次 齐 次 多 项 式 全 体 ( 由 引 理 2 的 证 明 可 
知 , 正定 齐 次 多 项 式 的 次 数 必 为 偶数 ) ， 而 以 马 ,zam 表示 可 表 
成 实 系数 多 项 式 平方 和 的 关于 v1,…, zw 的 2m 次 齐 次 多 项 
式 全 体 . 由 于 可 表 成 多 项 式 平方 和 的 多 项 式 必然 正定 , 从 而 
3。,2m 呈 Ps,2m， 希 尔 伯 特 于 1888 年 证 明了 : 

当 w 2m) 一 (mn，2) (任意 m1)，(2，2mm) (任意 md 
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和 (3， 名 时 D2m 一 ns 2m. 而 对 于 (wm， 2m) 的 其 他 值 ， 忆 ,2m 专 
了 Psn， 即 对 于 (ww， 2m) 的 其 他 值 ,， 均 存 在 % 个 变量 14，…， x 
的 实 系数 2m 次 正定 齐 次 多 项 式 不 为 实 系数 多 项 式 平方 各. 

… 希 尔 伯 特 的 证 明 是 用 复杂 的 代数 几何 方法 ， 证 明 是 非 构 
造 性 的 ， 即 并 没有 给 出 不 能 表 成 实 系数 多 项 式 平方 和 的 正定 
齐 次 多 项 式 的 具体 例子 ， 而 第 一 个 这 样 的 具体 例子 是 八 十 年 
后 由 Motzkin 于 1967 年 给 出 的 ， 他 证 明了 

”Mw1, oo Vs) 一 只 十 虽 有 十 oo 一 3cfc30 - 
是 正定 的 ， 但 不 能 表 成 实 系数 多 项 式 平方 和 ， 即 M (ws, ws， 
das) E Ps, 一 3ae。 Robinson 于 1978 年 又 给 出 这 样 的 一 些 例 
也 .例如 他 证 明了 对 每 个 >>1， 

| «Pleo, 一 诅 和 十 十 统一 (nr 十 二) 哎 ) 十 v1 
€E Ps, 2n42— Dntl, 2n+2. 
当 m=2 时 ， 这 就 是 虱 (wm1, vs, ws). 《很 容易 证 明 了 了 是 正定 
的 . 只 需 用 “算术 平均 值 之 几何 平均 信 ” 公 式 , 留 给 读者 练习 .) 
1975 年 , 著 文 端 证 明了 
a + pt ys — 20oapo01ys 十 wa0agays 二 acagag1) 
+2 (B+ ys tsy) E Ps,e— 24,6. 
1977 年 , 林 节 玄 和 蔡 文 端 又 给 出 许多 这 样 的 例子 ， 例 如 证 明 
了 及 | 
ws wg? + 0 — dys Ps,s— D4,4. 

04012 凸 bp2 十 2402 一 383020222E Ps,6— Da,6. 
1978 年 ，Rezniok 给 出 了 许多 m=3 的 这 样 的 例子 。 本 书 作 
者 于 1982 年 仔细 分 析 了 Rernick 的 例子 ,证 明了 对 每 个 
2m 之 6, 都 提供 出 Ps,2m 一 3s,zm 中 的 例子 . 我 们 在 本 节 第 2 小 
节 证 明 当 (m, 2m) = (2, 2m) 和 (mn, 2) 时 ,如 ,zm 一 Pam .而 在 
第 8- 小 节 证 明 上 面 所 举 的 某 些 例子 确实 属于 Pw,2m 一 2n,2m。 
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我 们 在 第 4 小 节 要 证 明 第 3.,4 小 千 费 斯 特定 理 的 第 (2) 
部 分 ， 我 们 令 GZ) 为 一 1 在 无 序 域 中 可 表 成 平方 和 所 需 
最 少 元 素 个 数 ， 我 们 已 经 证 明了 费 斯 特定 理 的 第 人) 部 分 , 即 
s( 五 ) 只 能 等 于 2 的 方 窜 . 我 们 将 在 第 4 小 节 利 用 有 理 函 数 域 
证 明 对 每 个 mw 光 0, 均 存 在 无 序 域 ,使 得 8(F)=2". 

最 后 我 们 在 第 4 小 节 要 介绍 关于 有 理 函 数 域 中 平方 和 的 
另 一 些 有 趣 结果 ， 并 提出 一 些 关于 平方 和 的 至 今 未 解决 的 问 
是 -| 

”等 习 设 术 (m4…, mn) 是 实 系数 齐 次 多 项 式 ， 如 果 刀 是 实 系 数 

多 项 式 的 平方 和 ,求证 也 必 是 一 些 实 系 数 齐 次 多 项 式 的 平方 和 ， 


2. 项 并 于 广 和 一 一 肯定 古 拓 必 和 果 


采用 上 小 节 记号 ， 我 们 用 Pa 表示 以 wi …， 和 人 为 变量 
的 实 系数 正定 2m 次 齐 次 多 项 式 全 体 . 以 2 表示 Pn,zm 中 
可 表 成 实 系数 多 项 式 平方 和 的 多 项 式 全 体 . 我 们 在 本 小 节 中 
要 证 明 当 人 2m) 一 (2, 2m) (m 为 任意 正 整 数 ) 和 (ww 2) 人 
为 任意 正 整 数 ) 时 , P,,2m 一 马 .， 2m( 对 每 个 任意 正 整数 m， 显然 
B1,2m = P1, 2m) 。 先 谈 n%= 2 的 情形 . 

定理 工 每 个 实 系数 2m 次 正定 齐 次 多 项 式 了 (wo 力 E 
Rls, 们 均 可 表 成 两 个 实 系数 多 项 式 的 平方 和 . 

证 明 设 

Fv; 的 王 gog2m 十 oag2m- 1 十 十 am 0 om 

由 引 理 2 即 知 je) 一 了 Cw, 1) 一 aoz 和 mr 十 oo2m 1 十 十 aam 正 
定 ，jw) 的 次 数 和 2m. 由 于 .Fe) 正定 ， 从 而 co) 的 次 数 为 偶 
数 ， 并 且 首 项 系数 为 正 实数 ( 见 引 理 2 的 证 明 ). 于 是 令 fc) 
的 次 数 为 2r《r<<m), 则 


"ttts 


(Ce) 一 coo2r 十 cio2r-1 十 … 十 co 
一 0o(5 一 ody (一 oo (TO— gr) . 全 
其 中 oo>0,， 而 04,…, ow 是 Jo) 的 27r 个 根 ， 我们 只 需 证 明 
Jo) 可 表 成 两 个 实 系数 多 项 式 的 平方 和 ， 因 这 时 ， 由 引 理 3 


即 知 yzX 亿 ) 为 两 个 实 系数 多 项 式 平方 和 ， 从 而 卫 (z, 办 一 
or1()- GD292y (全 ) 也 是 如 此 . 


大 家 知道 ， 阁 a+ 负 为 J(0) 的 要 其 中 5 为 实数 并 且 
5 天 0, 则 它 的 共 罗 64 一色 也 是 (2) 的 根 ,于 是 @ 式 右边 有 因子 
(一 (ca 十 旨 )) (2— (4—26)) 
一 [(c 一 ao) 一 友 ][(z 一 四 +%0] = (2~0)?+0, 
这 是 二 平方 和 . 不 妨 设 了 的 27 个 根 中 oc1,…, czs 为 实 根 , 其 
余 2(s 一 7) 个 为 s 一 7 对 彼此 共 二 的 复 根 ; 一 @ 十 b0h， Y= 
2201(D 关 0) (lI 一 7?), 则 


fl0) =coCc 一 oa)… -os) HL-e)?+. 


实 根 a1,…，czs 中 可 能 有 重 根 . 设 其 中 恰 有 I 个 彼此 不 局 的 
实 根 ; 6B;>>Bs>…>6 其 中 根 B 的 重 数 为 h(E<D，。 则 
十 … -十 和 一 28, 并 且 


f(0) =00 IH (0—BD "IL-0)?+]. 


如 果 Nz, "yg 和 中 有 奇数 ， 不 妨 设 Ad Ap 均 为 偶数 而 Au 
为 奇数 ， 我们 取 实 数 4& 使 B>w>>Bi-i( 若 t=1 则 只 和 需 取 4 过 
Bi 即 可 ), 则 由 @ 式 知 


fo) -o( 针 (eB)™ )(a—B)"( I (a—Bo)™ ) 
xTILGG-oD?+ 区 . 
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注意 60>0， 当 1<h<f 一 1 时 ,和 均 为 偶数 并 且 a4 尖 Bx， 从 而 
乘积 只 >0、 由 于 a<Bi 而 入 为 奇数 ,从 而 (4 一 B)”<0. 当 
t+1<h<1 时 a>]Bs 从 而 乘积 , 林 ,>0， 最 后 由 于 0, 从 
而 开 >0， 于 是 上 式 给 出 f(a) <0, 这 与 了 正定 相 矛 盾 ， 于 是 
; 
hr(1<h<) 均 为 偶数 ， 从 而 o II (2 一 Bi) ”是 实 系数 多 项 
式 的 平方 ， 由 恒等式 
(动人 + 换 
= (m1y4+ V2) 2 十 (tba 一 0201 

可 知 , 辽 [(c 一 ?+ 克 为 两 个 实 系数 多 项 式 的 平方 和 . 再 由 


@@ 式 即 知 f(z) 也 如 此 ， 这 就 证 明了 定理 1. 

现在 研究 m=1 的 情形 .这 时 , 关于 21,…, %m 的 实 系数 
二 次 齐 次 多 项 式 就 是 第 一 小 节 中 见 过 的 所 谓 二 次 型 . 

定理 2 设 (zi,…, %,) =。 Qymw 为 实 系 数 正定 


二 次 型 , 其 中 oy 均 为 实数 . 则 为 ”个 实 系数 多 项 式 的 平方 
和 . 

证 明 ”我 们 对 的 变量 个 数 ” 作 归纳 法 、 当 mw” 一 工时 ， 
f=ou?， 车 了 正定 则 wu>0， 于 是 f= (MV 1s)”, 其 中 
Vo 为 实数 ， 即 定理 对 mn 一 1 成 立 ， 下 设 mn 汪 2, 并 且 假 设 定 
理 对 一 1 个 变量 的 情形 成 立 ， 由 f(1, 0,…, 0) =aai 可 知 
ou 之 0， 同 样 可 知 422，…, gm 之 0， 如 果 a 一 … 一 4m 一 0, 则 
fl1, 一 aia 0, …，0) 一 ia* 工 《一 aia) = 一 0 之 0. 网 此 aaa 一 
0， 类似 可 知 对 每 个 Ts<4<ys<m 均 有 一 0 这 表明 了 恒 为 
零 ， 这 时 定理 显然 成 立 , 于 是 下 设 oaz， …，awm 不 全 为 零 .不 
芒 设 mu 天 0, 于 是 m1z>>0， 并 且 
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Jo so) 一 CU 十 aaaod0a 十 ,十 Gancatn 


TT 2 > DS 


2 
和 十 … 十 Cin z,) 


一 oa 人 Pi 十 Bar 
11 


2 
>) a WDD 


cI ean 
W192 in 2 
2011 2011 


A Za 十 … 十 -ia ) 
11\ wi 35; 2 Bi 


+ g(w, 3 @ 
其 中 gw2, ”7 2) 为 关于 V2, ***», Tn 的 二 次 型 . 我 们 证 明 9 
也 是 正定 的 : 如 果 存 在 实数 WW2, *"*, On, 使 得 gs, “2 tn) <0, 


令 生 = 一 (于 + 十 训 -的 ), 则 由 .@ 式 知 


f(@1, aa ***, tn) = g(a, **, 0n) <0, 

这 与 了 的 正定 相 和 矛盾， 从 而 g(ws,…, zn) 正 定 ， 由 归纳 假设 
知 9 可 表 成 % 一 工 个 实 系数 多 项 式 的 平方 和 ， 再 由 @@ 式 ( 注 
意 ca>0) 即 知 了 可 表 成 m 个 实 系数 多 项 式 的 平方 和 ， 证 毕 . 

最 后 , 关于 (mn, 2m) = (3, 4) 的 情形 , 希 尔 伯 特 于 1888 年 
证 明了 Ps, 一 2,4。 换 名 话说， 每 个 实 系 数 正定 三 元 四 次 齐 
次 多 项 式 均 为 实 系数 多 项 式 平方 和 . 林 节 玄 和 华文 喘 于 1977 
年 给 了 一 个 简单 的 证 明 . 但 是 由 于 用 到 一 些 非 初等 数学 ， 这 
里 就 不 介绍 了 . 

现在 我 们 介绍 一 些 反例 ， 即 举 出 不 能 表 成 实 系数 多 项 式 
平方 和 的 实 系数 正定 齐 次 多 项 式 的 具体 例子 ， 根 据 上 述 肯 定 
性 结果 , 可 知 首先 要 考虑 的 情形 是 (n,， 2m) = (3，6) 和 (4 人. 

【[ 例 1 (A. Lax 和 卫 , Lax, 1978) 1971 年 国际 数学 奥 
«il4. 


林 匹 克 竞 赛 有 这 样 一 道 题 ,… 
设 % 为 正 整 数 ,vi， 3 人 为 n 个 实 变量 . 定义 


4 "(m1 7 0 ) 一 六 二 多 人， 


试问 对 蛙 些 m 什 ， 4, 是 正定 的 ? 
二 这 个 问题 的 答案 是 郊 = 3- 和 区 证 明 是 这 样 的 由 于 4 
是 % 一 1 次 齐 次 多 项 式 ， 而 正定 齐 次 多 项 式 的 次 数 必 为 偶数 . 
因此 车 4 正定 , 则 w 必 为 奇数 ， 进 而 车 % 为 奇数 并 且 n>>7， 
取 (m1,…, ww) 一 (0，0,0,，1，2，2, …，2). 请 读者 计算 
A, (0, 0, 0, 1, 2，…， -I (2 21) 一 (一 1)”4 二 一 I， 因 
. - 
此 车 4 正定 ,只 能 为 3 或 5 由 于 
Asw1, wo, we) 
= (41—%2) (81— wa) + (V2— 1) Co 
十 (za 一 2) (za 一 22) 


=5[m 0s)?+ (es— ge) + (0s— m1)"], 


可 知 4s 是 正定 的 ， 并 且 是 多 项 式 平方 和 . 另 一 方面 , 我 们 来 
证 明 4s 也 是 正定 的 首先 注意 ， 从 4, 的 表达 式 可 知 n 个 恋 
量 1,…', m 的 地 位 是 完全 平等 的 .也 就 是 说 , 将 公式 4。 中 
wm … ,wn 任意 交换 次 序 ， 则 4; 的 表达 式 不 变 ， 因 此 我 们 不 
坊 假定 V1 之 V2 之 vs 之 D4 之 V5， 将 45 写成 
As= (0 一 0a) E(w — wa) (v1— va) (wi1— ws) 
~ (82— 8) (v2— wa) (Za 一 05)] 
十 《zs 一 CU (v3— 2) (oa 一 24) (oa 一 人 5) 
+ (tr) [一 (一 0a) (oo 一 Za) (vg — m4) 
十 《一 05) (wa— 5) (cs 一 oa] 
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由 假设 条 件 办 zs>ze>>ost2s 容易 看 出 上 式 右边 三 项 均 不 
小 于 0, 于 是 4s>0, 即 45 是 正定 的 ， 这 就 证 明了 只 有 4s 和 
45 是 正定 的 . 
我 们 已 经 看 到 4s 是 实 系数 多 项 式 的 平方 和 ， 现在 我 们 
证 明 : 4s 不 是 实 系数 多 项 式 的 平方 和 . 为 此 我 们 首先 证 明 . 
引 理 & 设 QG …，2z5) 一 2 om%jvy 是 实 系数 二 次 


型 ， 并 且 当 变量 mi，zs，za，zs, ax 当中 只 要 其 中 三 个 取 相 辣 
值 , 而 其 余 两 个 取 相 辣 值 时 , Q@ 均 取 值 为 零 , 则 @ 必 恒 为 零 . 
证 明 设 和 一 如 = ws 一 0%4 一 m5 一 z， 由 题 设 知 
0~Q(Y, Yy, 2%, %, 动 
= (C11t 012+ 022) Yt+ (C18 014T015t C23 二 C4 二 C25)Y% 
十 (Css 二 044 十 C55 十 Ces 十 Css 十 045) 22、 
由 于 上 式 对 任意 实数 y 和 z 均 成 立 , 从 而 上 式 右 边关 于 多 
2, 2 的 系数 必 恒 为 零 ， 即 
cd1 十 Ci 十 03 一 0， 


C18 十 C14 十 C15 十 C2a 十 C24 十 C25 二 0， 


SO 


Css 十 044 十 C55 十 Cs 十 035 十 045 一 0. 
如 果 我 们 取 za= 愉 一 儿 1 一 04 一 ws 一 Zz， 由 题 设 知 @ 值 仍 为 
零 . 类 似 方法 又 得 到 系数 之 间 一 些 关 系 ， 这 些 关 系 应 当 是 
@@, @@, 四 式 中 下 标 1 和 3 互 换 ，2 和 4 互 换 而 得 到 的 新 公 
式 ， 例 如 对 应 于 @ 式 我 们 现在 得 到 
Cag+C34+044—0, 的 
从 四 式 减 去 国 式 , 得 到 css 十 04s 一 一 Css， 由 于 题 设 条 件 关于 
vi, V2，……' ,Ds 完全 对 称 的 .所 以 对 于 系数 之 间 任 意 一 个 关 
系 ， 将 系数 下 标 二 2 3, 4, 5 作 任 意 一 个 新 的 排列 (或 叫 置 
换 )， 得 到 新 的 关系 也 应 当 是 对 的 ， 于 是 将 已 得 到 的 css 十 ou 
116 。 


苦 一 0x5 中 4 和 5 不 动 ,3 和 2 互 换 ， 1 也 不 动 , 便 得 到 新 的 关 
系 025 十 0a5 一 一 055， 于 是 cs=- ca。 同样 考虑 便 知 ， 
、 015 = 025 ™ 085 = 045, @ 
再 作 适 当 的 下 标 置 换 又 得 到 
045 一 C12 一 018 一 014 013 一 033 一 034 一 025。 四 
013 一 0238 一 084 一 035， 014 一 024 盖 0C34 二 045 
由 @@ 和 思 式 便 知 所 有 系数 ox(T<4<7Js5) 均 相同 ， 设 这 个 
公共 值 为 6, 由 @@ 式 知 6c=0, 即 c=0. 于 是 oy(1&%<j<6) 
均 为 零 . 而 065s 一 一 (css 十 css) =0.， 再 由 对 称 性 即 知 01 =022 
一 038 一 Cm 一 065 一 0， 从 而 @ 的 所 有 系数 均 为 零 , 即 Q@ 便 为 零 . 
”现在 我 们 来 证 明 4s(w, zo,…, ws) 不 是 实 系数 多 项 式 平 
方 和 .用 反 证 法 : 如 果 
45 一 Qi(cl， …， vs)? 十 … 十 Qm (oa， 0 ) 05)3， 
其 中 QU …，Qo 均 是 实 系数 多 项 式 、 由 于 4s 的 次 数 为 4, 仿 
照 引 理 3 的 证 明 , 可 知 Qu …， Qn 次 数 均 不 超过 2. 设 gi(wy 
pe 0) 为 QiCwv1,…， zr) 的 二 次 项 全 体 ， 则 由 于 4s 是 四 次 齐 
次 的 , 从 而 必然 4 二 下 十 … 十 gm， 因此 我 们 不 妨 一 开始 就 可 
假设 @,，…, Qn 均 是 二 次 齐 次 的 ， 即 均 是 二 次 型 . 由 4s 的 
表达 式 易 知 当 wm, …，zs 中 三 个 取 值 相同 而 另 两 个 取 值 相同 
时 ，4s 取 值 为 零 ， 从 而 这 时 必然 和 Q,…，Qn 均 取 值 零 。 即 
984. …， 9 均 是 满足 引 理 4 条件 的 二 次 型 ， 于 是 Q，…, Qn 
均 恒 为 堆 ， 而 4s 不 蚀 为 零 , 这 就 导致 矛盾 。 从 而 证 明了 4s 
不 是 实 系数 多 项 式 的 平方 和 . 
注意 4s(w1,…, ws) 虽然 包含 5 个 变量 , 由 于 它 只 依赖 变 
量 的 差 一 一 (六 人 ， 从 而 实际 上 45 只 依赖 4 个 变量 ， 确 切 
地 说 , 令 
2 一 个 一 05 (二 和 人)- 
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则 当 T<Yz 和 4 时 ,ww 一 wy= (0 一 256) 一 (3 一 05) =g 一 Yj， 因 
此 4s 可 化 成 关于 ya， Y2, Ys3, Y5 的 四 次 齐 次 多 项 式 ， 从 而 它 
给 出 Ps, 4— Za, 全 中 的 一 个 具体 例子 . 
【 例 2】 ( 林 节 玄 ，, 蔡 文 端 ， 1977) Pa, 一 34,4 中 更 简单 的 
例子 为 . 

| Qlw, yi ¢, W) =W sa + 4wyzw. 

这 个 多 项 式 的 正定 性 由 算术 平均 值 之 几何 平均 值 立刻 得 岂 : 
I wt ty te > wiv) wys | 从 
而 Q>0. 现在 设 Q 是 多 项 式 平方 和 , 则 

. 入 一 Qiao Y, ¢, WwW) + Ons, Y, 2, WT. ® 
与 上 例 一 样 ， 不 妨 设 Q(z, y, z, w) (1<6<m) 均 是 二 次 型 . 
由 于 Q@ 中 不 包含 wv, 9, x 项， 可 知 Q 中 均 不 包含 9， 加 
项 ， 因 为 车 @ 一 www? 十 …, 6 为 实数 , 则 0 一 2(af 十 … 十 @8,)， 
从 而 4=… 一 gn 一 0， 然 后 我 们 又 可 推 得 Q; 均 不 包含 mw， 
yw, sw 诸 项 ， 因 为 在 国 式 中 左边 没有 zw? 项 ， 而 当 一 
bww 十 … 时 ， 右 边 www? 项 系数 为 加 十 … 十 必 ( 注 意 @ 没有 
忆 项 ， 从 而 右边 矿 中 Vw? 系数 只 能 由 (Bww0)” 一 Biw2ow? 得 
来 )， 于 是 好 一 … “一 0 一 0， 邵 Q, 不 含 ww 项 ， 闻 样 地 4 不 
会 yw, ?如 项 ， 于 是 中 只 有 9, gz, zw 和 妇 庄 项， 但 这 
样 一 来 , 8 中 便 没 有 zyzw 项 ， 即 鸭 式 右 边 没有 wysw 项 , 而 
左边 @ 中 有 一 项 一 4zyzw， 这 便 导致 邓 盾 因此 @ 不 为 实 系 
数 多 项 式 平方 和 ， 这 证 明 QE Ps,s 一 34,4. 

【 例 3] ( 林 节 玄 ， 蔡 文 端 ， 1977) 现 在 给 出 Ps,。 -到 e 中 
的 例子 : 
S(w, y, 2) = 02 ++ p42 By 
S’'(w, y, 2) = vy wy — By, 
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由 算术 平均 信之 几 和 杀 平 均值 易 知 S 和 8 均 基 正定 的 ， 设 
S 一 Qi 十 … 十 Q%. 与 前 一 样 ,不妨 设 @ 均 是 关于 wz, yy,% 的 三 
次 齐 次 多 项 式 ， 由 于 5 中 无 四, 和? 诸 项 ， 可 知 Q; 中 无 
好, 多, 2 诸 项 ， 然 后 又 可 知道 @ 中 无 vy”, gz?, zw? 诸 项 , 其 
理由 与 例 2 相仿 .于 是 Qaryt boystowmt dryAles 
<m)， 但 是 这 时 售 十 … 十 Rm 中 wy%? 的 系数 为 吗 十 … 十 
dm 之 0, 而 5S 中 yp? 的 系数 为 一 3， 这 就 导致 矛盾 。 从 而 访 
不 是 实 系数 多 项 式 平方 和 ， 即 SE Ps,6 一 3s,6. 

练习 二 ,用 类 似 方法 证 明 Se Ps,6 一 34.6. 

2.， 设 ”%z3， . 

SAC HE z= 就 二 (其 中 念 zol 一 24)。 求证 : 
Sn €E Pn, an ~ Sn, an. 

3. 求证 

“ww Ys + Y— oY —8) tos — ws—Yy) € Pa,e— Da,6. 
【 例 4】 (G. Stengle, 1979) 令 
T(w, y, ¢) = + (92 一 08 一 220)2 

求证 ,TE Ps 一 及, 

我 们 先 证 了 是 正定 的 . 车 =0, 则 了 = 之 0. 下 设 x 关 0 
由 于 也 是 齐 次 多 项 式 , 了 (aw, oy, os) =os 人 了 了 (wz, y, z)。， 所 以 
我 们 不 妨 设 z 一 1， 这 时 当 ww 之 0 时 , T(w, y, 1) =w 十 (一 
一 23)? 之 0. 而 当 w<0 时 ,T (wv, y, 1)>w 二 (wv 十 ws) ?>w3 + ws 
十 之 0( 因 为 信和 必 必 有 一 个 之 一 2”)， 于 是 人 正定， 再 证 
了 不 是 实 系 数 多 项 式 平方 和 ， 假 如 

Tw, y, 2) =Qi(%, Y, 2 + Qn Co, Y, 2)3, 

其 中 ®, 可 设 均 为 三 次 齐 次 多 项 式 ， 由 于 这 是 关于 x,-y, 的 
恒等式 ， 我 们 可 令 z=1, y 一 Mz 十 加 ， 于 是 TCw，A/w 圭 ， 
1) 一 2 而 每 个 @, 均 可 写成 Q= Ai(w) +yB,(%), 其 中 A,(wm) 
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和 Pi(w) 是 “的 实 系 数 多 项 式 ( 注 意 内 一 z 十 鸭 ， 于 是 
w (As(o) +yB,(w)) = SL (2) 十 (gt) DB 四 ) 


+2y SAilo) Bi(w). 
由 于 y= 和 Mew 条 及 (wo) ,可 知 


一 六 A?(w) 十 (e+e) 训 B? (%). 


代入 2=0 可 知 0=34i(0)， 但 是 4;(0) 为 实数 ,从 而 必然 
4i(0) =0G<5<om)， 即 zl4(o) (Li<m). SAil2) =— 
“gon(@) ,其 中 ma) 为 实 系数 多 项 式 , 则 上 式 变 成 
ww (0) + (L403 BY(w). 
再 代入 w=0, 则 0=3B1(0). 于 是 BC0) =0, 即 xz|Bilw). 令 
Biao) =wBi(z), 其 中 Bl2) 为 实 系 数 多 项 式 (L<i<m)， 则 
2 一 了 ol Co) +o(1+2) 3 Bw). 
同样 又 有 zjow(o).， 令 wm(o) 一 274(wm) (Som)，7i(w) 为 实 
系数 多 项 式 ， 则 1= 2 (oO) 十 (1 十 2?)3B?(w)、 由 于 左边 为 
1 从 而 7;(w)，Bi(w) CEs5<) 不 能 均 为 零 . 但 这 时 右边 又 
是 次 数 之 1 的 多 项 式 , 从 而 导致 矛盾 . 这 表明 了 E Ps,6 一 2s,6. 
练习 1, 对 每 个 奇数 m5 求证, TmE Ps,6m 一 3,6m. 
对 之 1 令 | 
(Ca Y, 8) tig (gig — gp -02tt1)2 
求证 ,Tw€ Pa ap42— D8,4xt3. 
{ 例 5)( 蔡 文 端 , 1975)， 令 
Pw1, vo, va, Y1, Ya, Ys) 
~— of way + way — 2 v9o01Y3 T+ WavayoYys + wriyay1) 
2 二 ao 条 
求证 ， 了 了 E Pe,sa~— 36,4. 
,120。 


先 证 大正 定 ， 由 于 将 wy oa ea， Yi go Ys 分 别 改 成 mo, cg， 
0 ge ga Yi 之 后 了 式 不 变 , 并 且 |wyi <<|w2|, |zo|<|zs| 和 
jws| < |o| 之 中 至 少 有 一 成 立 . 我 们 可 不 妨 候 疫 os 各 | 
这 时 
PF= (vy1— oy2t Veys)’ +20 十 2(a8 + way 
—201ayys)>0. 
如 果 也 是 实 系数 多 项 式 平方 和 , 则 万 雪 彤 , 其 中 无 是 二 次 
型 由 于 也 中 无 吉成 , v3y2, wy8 诸 项 ， 从 而 天 中 雹 mys 
Pod1, Vays 诸 项 ， 于 是 = gi 十 有 ， 其 中 g; 一 gist ovpayst 
Gereys, hi— Biwiyot baviyat Daveys, ¢ ov 2 均 为 实数 . 代入 五 一 
2(gi 十 及 )?， 可知 一 
Bgihs=0, Dh? =2 (0 J + dy t+), : 
2 = 一 23 十 雹 0 并 十 城 一 2 (wi02y1Y2+ Cavayayet Tevaysy1) . 
但 最 后 一 公式 是 不 可 能 的 , 因为 当 zy 均 取 人 秆 为 1 时， -右边 
为 一 3, 而 左边 >>0。 这 一 矛盾 表明 FEPe,s4— Dea. 


3。， 板 作 8CF) 一 2 前 所 


设 万 是 无 序 域 , 则 一 1 为 也 中 平方 和 .我 们 以 s(F) 才 

示 将 一 1 表 成 也 中 元 素平 方 和 所 需 最 少 元 素 个 数 ， 我 们 在 
第 三 节 曾 经 证 明了 费 斯 特定 理 的 第 (1) 部 分 ， 即 (了) 只 取 什 
为 2 的 方 宕 . 本 小 节 我 们 对 每 个 4> 0 均 构 作 一 个 域 了 便 得 
s(P) =2*. 为 此 先 作 一 些 准备 ，” . 
”” 引 理 5 设 克 为 域 ， 若 不 定 方程 吧 十 … 十 允 一 0 在 域 丰 
中 没有 非 零 解 ， 则 该 不 定 方程 在 多 项 式 环 了 [2] 中 也 没有 非 
零 解 ( 即 不 存在 % 个 不 全 为 零 的 多 项 式 有 (2), *…; 万 Co) E 
P[wj], 使 得 (0)?t…tf2(0)=0),。 
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证 明 用 反 证 法 .假设 有 了 iw] 中 % 个 不 全 为 零 的 多 项 
式 甩 (2)，…, 玉 (@) 使 得 及 (2)? 十 … 十 玉 (w) 一 0. 如 果 % 除 尽 
所 有 的 (0) (1<o<n), 令 (2) =zgi(o) (LI<i<n), 则 gi(m) 
是 次 数 小 于 Cw) 的 次 数 的 多 项 式 , 并 且 (0) 十 … 十 只 Ge) = 
0。 如果 又 除 尽 所 有 的 %(z) (1<i<n)， 我 们 再 令 ge) = 
wh(z) (1<io<n)。 如 此 继续 下 去 , 由 于 多 项 式 次 数 不 能 无 限 
下 降 ， 从 而 我 们 总 能 得 到 多 项 式 有 (2) ,…, (wz) EP[w], 使 
得 企 (w) 十 … 十 及 (w) =0， 并 且 w 不 能 除 尽 所 有 (4) (1<i< 
%)， 即 和 (0)，…， 1,(0) 不 全 为 零 . 但 是 有 (0) 十 … 十 下 (0) = 0， 
而 1(O) (Li< 由 是 域 丈 中 中 个 不 全 为 零 的 元 素 .这 就 与 引 
理 假设 相 锥 质 ， 于 是 证 明了 引 理 . 

引 理 6 设 万 为 域 ， 我们 以 Gs《F[2]) 表 示 了 [wo] 中 可 . 
吉成 卫 [2] 中 个 多 项 式 平方 和 的 多 项 式 全体 . 设 a 为 了 中 
非 零 元 素 ， 如 果 aE G6。《F[2]), 则 oaE€G。(F). 特别 车 一 1€ 
G,(F[2]), 则 ~1i€EG,(F). 

证 明 设 wEG,(F[wm1)， 即 存在 卫 [w] 中 必 个 多 项 式 
方 (四 ，…， 所 (wm), 使 得 丹 (2) 十 … 十 及 (wm) =a. 取 z 一 0, 即 得 
应 (0) 填 … 十 扩 (0) =a, 而 (0) EP(1<6<n)， 这 就 证 明了 
aEQG,F). | 

”我 们 在 上 小 节 曾 经 证 明 过 (定理 .车 实 系数 多 项 式 f(%) 
是 正定 的 ( 即 可 表 成 有 理 函 数 的 平方 和 )， 则 也 可 天 成 关于 
-2 的 实 系数 多 项 式 的 平方 和 ，1963 年 ， 英 国 数学 家 卡 塞 斯 
(Gassels) 证 明 这 对 任何 域 万 均 对 ， 即 我 们 有 

卡 塞 斯 定理 设 也 为 域 , p(w) 为 也 [] 中 非 零 多 项 式 .车 
p(w) 可 表 成 了 (zw) 中 个 有 理 函 数 的 平方 和 ， 则 p(2) 也 可 表 
成 也 [w] 中 个 多 项 式 的 平方 和 . (从 而 再 加 引 理 6 便 知 , 匣 
4 为 也 中 寺 夫 并 且 p(g) 天 0, 则 ple) 可 表 成 中 元 素 的 平方 
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和 .) -. 

证 明 假设 知 存在 多 项 式 有 (0) fi@), ACOLS 
Plo], folw) *0, 使 得 

?0 -RB) + 8). .- ® 

我 们 设 所 (@) 是 使 上 式 成 立 的 所 有 分 母 多 项 式 中 次 数 最 小 者 ， 
我 们 要 证 明 fo(%) 的 次 数 为 私 , 即 fo(wm) 为 五 中 非 零 元 素 ， 从 
而 由 兮 式 即 知 p(o) 为 也 [zw] 中 个 多 项 式 的 平方 和 ， 我 
们 用 反 证 法 : 车 fo 的 次 数 之 1, 考虑 域 Pw) EM Y,, Ys 
Zr, 为 变 基 的 二 次 齐 次 方程 ; - 

pFYo, Yi, 1 Yi) = —p(0) YE+Y?+.. .十 了 2 一 一 0 
由 八 式 知 (Yo, 了， …,， 了) 一 《fo, fy …, 有 为 此 方程 的 
解 , 即 p fo "0, fo) =0. 令 i 三 -29， Qi 二 … 一 ,一 4， 则 
9p( 了 了。 …, 隐 ,) 可 写成 go07 3 十 … 十 a 了 2, 现在 用 fo( 产 0) 去除 
每 个 (1<i<m), 则 有 除法 算式 | 

fv) = fo +rly) sm 

其 中 多 项 式 7,(w) 或 者 为 零 ， 或 者 ri(z) 次 数 小 于 folw) 的 次 
数 ， 由 fo(w) 的 次 数 最 小 性 可 知 fo(w) 不 能 除 尽 所 有 户 (w)， 
即 mm(o) (lon) 不 全 为 堆 . 再 规定 go(%) = =1, ro(w) =0, 则 
也 有 fo(w) golz)fo(w) 十 rolw). 现在 令 。 - 


hlw) = fi(%) 3 97 (9) 一 一 29g: (w) 总 We oO 
四 QO<5<m， 和 


则 i 
9 (fo, Aha, "°°*) 加 一 总 : av 
- 匀 0 [12 之， ~ -2 总 apo 、 
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Ee 
(og) 
-Be Bn) -Ban)Bag) 
eo) 
-od) ~ 
这 是 由 于 六 af?=p(fo，…, f) ~0. 于 是 一 p(e) 丰 + 奉 填 … 
+ 加 =0. 但 是 
=a 
=fi(— p08+ -2g (— pfogot Sofig) 
=pfot (fog —2fg) 
ee 
= 序 [pf3+ 访 (fog:- 有 :一 访 f4] 
re De 


我 们 以 deg f (w) 表示 多 项 式 Fa) 的 次 数 , 则 由 上 式 知 
deg ho 2. max deg 7;— deg fo 


<2deg fo— deg fo=deg fo, 
即 加 的 次 数 小 于 fo 的 次 数 、 由 于 re(I<ie<n) 不 全 为 零 ， 从 


而 各 (oO = 元 襄 "0， 凤 ho(w) 是 非 零 多 项 式 ， 并 且 有 
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p(@ =( 笃 ) +… 二 (各 ) ， 这 就 与 方 的 次 数 最 小 性 相逢 
盾 ， 由 此 证 明了 卡 窄 斯 定理 . 

注 记 ， 这 个 定理 的 证 明 关键 是 利用 了 多 项 式 环 了 [wo] 有 
除法 算式 .作为 一 个 练习 ， 请 大 家 采用 整数 环 加 中 的 除法 算 
式 并 仿照 上 面 定 理 的 证 法 来 直接 证 明 ， 落 正 整数 是 三 个 有 
理 数 的 平方 和 , 则 必 是 三 个 整数 的 平方 和 我 们 过 去 曾 用 关 
于 三 整数 平方 和 可 玫 性 的 高 斯 定理 证 明 过 这 个 结果 . 

上 述 定 理 的 一 个 直接 推论 是 : 


~ f(s 9 2 ) 
引 理 了 设 耳 为 域 , p(w1,….， 其中 


F811, Dn), I 全 三 [oa «0, ol 令 91, pe enE 
”本 使 得 gle …', 6,) 不 0 (et …, 6,) 关 0， 如 果 P(or …， 
2) 是 已 (oz ，o) 中 四 个 有 理 函 数 的 平方 和 ， 则 Per，…， 
en) 为 歹 中 中 个 元 素 的 平方 和 . 和 
证 明 由 假设 知 多 项 式 jc …， oo)g(c …， mr) 为 、 
了 (m4,，…， 2n) 中 % 个 有 理 画 数 的 平方 和 ， 我 们 现在 对 此 引 理 
作 归 纳 法 证 明 ， 当 ”= 工时 , 由 于 了 (zi)g(《wi) 为 ww 个 有 理 函 数 
平方 和 ， 采 用 上 面 定理 即 知 多 项 式 f (ci)9g(zz) 也 是 了 [zr] 中 
% 个 多 项 式 的 平方 和 , 于 是 代入 z1 一 61 即 知 f(e)g(es) 是 也 


中 个 元 素 的 平方 和 , 从 而 pCei) ~ 也 是 如 此 , 即 


n 一 4 时 引 理 正确 ， 现 在 设 % 之 2, 并 且 假 设 引 再 对 % 一 1 时 成 
立 . 令 PP= 了 P(g 00D); 则 Pw4 0) 一 了 (an) 由 
刚 证 明 的 w= 的 情形 (但 是 用 域 了 作为 前 面 的 了 , 即 f 了 和 9g 
均 看 成 系数 属于 PF' 的 关于 mm 的 多 项 式 )， 便 知 f (m1,…， 
1 6)9g(0， an 0,) 是 域 万 ' 中 mm 个 元 素 的 平方 和 . 现 
在 f(wi 一 06») 9 C1, “0 Day en) 为 [wa °° vn-1] 
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由 m 工 个 亨 的 多 项 式 。 再 用 归纳 假设 即 知 fe， 
g(e, …, 0,) 为 域 忆 上 mn 个 元 素 的 平方 和 , 从 而 (ew “ 0) 


et 6) ”了 2 
人 也 是 如 此 ， 证 毕 : 


. 引 理 8 设 n>2 也 为 城 ， 一 1 人 Gy， 为 了 中 非 
零 元 素 - 则 . g 汶 五 中 必 一 -1 个 元 素 的 平方 各 d+ 为 
F(o) 中 n 个 元 素 的 平方 和 . 本 
证 明 着 左 边 成 立 ， - 则 右边 显然 成 立 现在 设 + 名 为 
玉 (w) 中 % 平 方 和 , .由 Qassels 定理 ， 二 也 为 Fi 四 中 9 个 
多 顶 式 的 平方 和 于 是 
OT fi8) fp), 的 
其 由 fi(w) E 下 [zl(T<i<m). 设 起 (9) <i<m) 的 次 数 的 最 
大 值 为 a, : 则 fi2) = a hs ， 其 中 wE 石 ,并且 wm) 
不 全 为 零 ， 如 果 d=>2, 出 将 @ 式 有 过 展开 并 比较 等 式 两 边 
oe “的 系数 (注意 dz23 时 , 20 之 4) , 即 得 - 
0 二 十 二 的 
由 于 Li< 风 不 全 为 和 出 此 推出 二 EGG (TD 而 这 与 
假设 矛盾 ..… 由 此 可 知 4<1,: 即 (9) 一 vt 二 0， 其 中 oo 3;E& 
了 (1KiKn)， 方程 di 十 aaa=2 和 和 十 0 一 一 0 必 有 至 少 有 一 
个 在 也 中 可 解 ， 因 为 54 十 + 和 051 一 1 不 能 均 为 零 ， 因 此 存在 
cEPF, 使 得 mxo 一 ?或 -将 z=e 代 入 曲 式 , 则 得 到 
to) +f(0)’ + +f 
Bd~ fa) te eh 人 于 是 4 为 ， £ 中 m1 个 元 素 的 平 
方 和 ， 证 毕 . 
引 理 9 设 也 为 算 ; 1 则 十 太 十:… 十 多 
不 为 (3 ay 中 的 兄 平方 和 ， 旭 十 哆 十 … -oa 不 为 
也 (wy …，woi 切 中 的 呈 平 方 和 ， 
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证 明 易 知 1 十 人 3 不 为 了 (wm1) 中 元 素 的 平方 ， 现 在 对 
归纳 证 明寺 台 十 … 十 吉 生 G,( 玉 (wy, …, zn))， 设 mn 汪 2， 并 
且 命 题 对 n 一 1 成 立 ， 由 于 一 1 和 FG,1(F)， 从 而 一 1 全 
Go-y-1(F)， 由 归纳 假设 知 1 十 台 十 … 十 吉 _-1=9 不 是 域 
了 一 了 (vw4…， zn-1) 中 (nm 一 了 个 元 素 的 平方 和 ， 如 果 再 能 证 
明 一 1 和 FGw_1(P')， 由 引 理 8 凤 知 1 十 位 十 … 十 台 =Q 十 借 不 

是 域 下 (ca …, mm) 一 了 (eww) 中 平方 和 ， 但 是 若 一 1€ G+ 
(了) 一 G1(P(w4…， ww-1)), 由 引 理 ?推出 -1TEG :CD)， 
这 与 假设 矛盾 . 于 是 就 证 明了 当 ~1FG,_1( 玉 ) 时 革 二 到 二 
十 台 不 是 了 (wi, …, wy) 中 必 平 方 和 . 

同样 地 , 易 知 作 十 恕 不 是 卫 (z1, wa) 中 元 素 的 平方 . 然后 
对 % 归 编 即 知 巡 十 姐 十 … 十 坊 x1 不 是 五 (gw1,…， own) 中 的 wm 
个 元 素 的 平方 和 . 

注 记 : 特别 对 于 任意 有 序 域 了 ， 一 1 不 是 也 中 平 
方 和 ， 从 而 上 面 引 理 中 的 结论 对 于 任意 有 序 域 了 都 是 对 
的 ， 

引 理 10 设 了 是 有 学 域 , 8 为 了 中 非 零 元 素 ,，K= 
也 (~ 一 可) 为 无 序 域 , 车 s( 及 ) 一 s( 由 于 下 无 序 知 s 是 有 限 
的 , 即 s 为 正 整 数 )， 则 gE Gos_1(F). 

证 明 由 s( 及 )==s, 可 知 存 在 办， WE Plies 使 得 


一 一 Sto -a da)? 


-dD + (2 De)V a. 

由 于 也 是 有 序 域 而 是 无 序 域 , 从 而 开关 万, 即 一 9 条 而 
于 是 必然 六 b=0， 一 1 高 豆 - 届 其 中 一 遍 9E P， 如 
时 t=0， 则 安 G- 一 0， 但 是 成 为 有 序 域 ,从 而 ce:(1<<js<) 均 

427， 


为 零 .于 是 -I- 久 弄 ， 而 这 又 与 媚 是 有 序 域 相逢 导 ， 因 此 
t 史 0 于 是 一 t+ 认 宫 帮 )， 但 是 由 费 斯 特定 理 的 第 (1) 部 
分 ,s 为 2 的 方 敌 , 并且 这 时 我 们 已 经 证 明了 

全 罗 -( 写 本 (全 二 -性 + 4 


4= 


其 中 41L<i<s) EF, 并 且 4- 辫 biei0; 于 是 上 去 c 


G1(F). 而 + 人 它 c)EGu(G77， 从 而 2 一 z 填 18) E 
Go (F), 从 而 dE Ga-_1(F) 、 证 毕 . 
“现在 我 们 可 以 证 明 费 斯 特定 理 的 第 (2) 部 分 ， 即 对 每 个 
b>0, 构 作 域 了 ,使 得 s(F) 下， 显然 对 于 复数 域 C0, s(O) = 
1, 以 下 设 b>1. 
” 定理 3 设 万 为 有 序 域 ,4 为 也 中 非 堆 元素, b>>1, 2*< 
ni EGF), dF GalF). R=F(V -a). 则 
s(R)=2. : 
”证明 由 于 一 (V3)*~4€ GP) G,(K)， 从 而 
一 1EG,(K), 于 是 s(KK)<n<2%1， 由 于 s(C 玉 ) 为 2 的 方 宕 ， 
因此 s( 及 )<2*， 另 一 方面 , 闭 s(K) <25 则 s(RK)<2rt 由 
上 面 引 理 10 可 知 VE Galero (了 7) 一 Gy_x(P) 刁 Ga(F) ,而 
这 与 假设 4 和 G1 了 ) 矛 盾 . 证 毕 . 

特别 地 : 

定理 4 设 ,为 任意 有 序 域 (例如 取 了 了 一 及 )， 了 一 了 了 。 
《v1 …， wn) ;其 中 


Pn<2rt1 p>1., 
d= KEKE=F(V -0), 
则 sCK) =2%, 
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证 明 由 引 理 9 知 CEG.(Z)，9g 和 Go-i(CF)。 再 由 上 面 
定理 即 得 结果 . 

于 龙 我 们 对 任何 正 整 数 加 给 出 了 使 8( 玉 ) 一 入 的 具体 
站 五 的 例子， 


4 进一步 的 结果 和 未 解决 的 问题 


我 们 已 经 向 大 家 介绍 了 关于 平方 和 的 许多 有 趣 结 果 ， 其 
中 很 多 结果 的 证 明 相当 初等 , 我 们 向 大 家 讲述 了 这 些 证 明 , 还 
有 许多 结果 的 证 明 超出 了 本 书 的 允许 范围 。 另 一 方面 , 仍 有 
不 少 关 于 平方 和 的 问题 至 今 没 有 解决 . 作为 本 书 的 结尾 , 我 
们 挑选 其 中 容易 叙述 (不 等 于 容易 解决 ) 的 几 个 问题 作 一 个 简 
单 的 介绍 . 

I 我 们 从 希 尔 伯 特 第 17 后 问题 谈 起 这 个 问题 由 阿 延 解 
次， 即 阿 廷 证 明了 :每 个 正定 实 系 数 多 项 式 je:，…，2o) 均 
是 实 系数 有 理 函 数 的 平方 和 ， 现在 我 们 试图 把 实 系数 域 甩 
改 成 任意 有 序 域 K. 由 于 有 序 域 玉 中 可 能 有 许多 序 , 所 以 正 
定 概 念 自然 要 作 如 下 推广 。 

定义 设 下 是 有 序 域 .系数 属于 帮 的 多 项 式 f(z1,…， 
wn) 叫 作 是 全 正 的 ， 是 指 对 多 中 任意 元 素 4a1,…, 0。 如果 
Jo 6) 大 0 则 f(tm4，…, an) 必 是 及 中 全 正 元 素 ( 即 对 
于 的 每 个 序 了 (a …，q) 均 是 正 元 素 ). 

当 忆 = 及 时， 由 于 实数 域 及 只 有 一 个 序 ， 从 而 及 上 的 
全 正 多 项 式 就 是 通常 所 说 的 正定 多 项 式 ， 

如 果 (wi, ww) 是 区 (m4,…, zn) 中 有 理 函 数 平方 和 ， 
易 知 了 (vi, *…, wr,) 必 是 全 正 的 . 反 过 来 要 问 ， 

设 是 有 序 域 ， 玉 [wz …, zn] 中 每 个 全 还 多项式 是 否 
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一 定 为 及 (wi, …, %,) 中 有 理 函 数 的 平方 和 ? 
”” 阿 廷 的 结果 表明 当 区 = 及 时 这 是 对 的 .可 以 证 明 当 下 是 
任意 代数 数 域 (特别 当 开 是 有 理 数 域 Q 时 ) 这 也 是 对 的 .但 
是 D. W, Dubois 于 1967 年 构 作 了 一 个 域 f， 它 只 有 一 个 
序 , 但 是 存在 系数 属于 了 的 二 变量 多 项 式 fc, 9), 它 对 于 了 了 
中 唯一 的 序 是 正定 的 ， 但 不 能 表 成 了 (w, 四 中 有 理 函 数 的 平 
方 和 ， 从 而 提供 了 一 个 反例 . 对 于 哪些 有 序 域 上 述 问题 具有 
肯定 答案 , 人 们 还 不 完全 清楚 . 

注意 着 多 是 无 序 域 则 及 (wy…- ， 也 是 无 序 域 从 而 
尺 (m, …; on) 中 每 个 有 理 函 数 均 是 平方 和 . 

下 面 所 述 问题 均 于 域 的 另 一 个 重要 数值 有 关 ， 叫 作 域 的 
定义 设 玉 为 域 ， 如 果 存 在 正 整 数 n, 使 得 玉 中 每 个 
可 表 成 平方 和 的 元 素 均 能 表 成 % 平 方 和 ， 那 么 满足 此 条 件 的 
最 小 % 值 叫 作 域 的 高 度 ， 表示 成 MK). 如 果 不 存 在 上 述 
%, 则 记 成 (KK) =oco. 

”我 们 先 举 儿 个 简单 的 例子 ，- 

【 例 1】 及 (OQ) +1， 因为 每 个 复数 a 在 0 中 均 可 开平 方 ; 
即 存 在 复数 B, 使 得 = 82. 

【 例 ?3】 (及 ) =1， 因 为 只 有 0 和正 实 数 才能 表 成 实数 
的 平方 和 ,而 对 每 个 正 实数 ga， we 仍 是 实数 ,而 =(~ a )2 

【 例 3】 h(Q) =4. 只 有 0 和正 有 理 数 才能 表 成 有 理 数 
的 平方 和 .由 于 每 不正 整数 均 可 表 成 四 个 整数 平方 和 ( 拉 格 
朗 日 定理 ), 由 此 易 知 每 个 正 有 理 数 均 可 玫 成 四 个 有 理 数 的 平 - 
方 和 ; 即 h(Q@) <4， 另 一 方面 我们 已 经 证 明 过 , 若 正 整 数 m 
可 表 成 三 个 有 理 数 的 平方 和 ， 则 % 也 必 能 表 成 三 个 整数 的 平 
方 和 . : 但 基 我 们 知道 了 不 是 三 整数 平方 和 , 从 而 .2(Q) >3. 于 
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是 hQ)=4.， 

可 以 证 明 , 对 每 个 代数 数 域 , 均 有 hE) <4 

【 例 4】 车 也是 无 序 域 ,3CF) =s( 即 -为 下 中 平方 
和 但 不 是 (s 一 平方 和 ， 由 费 斯 特定 理 知 8 为 ?的 方 涛 ).J 则 
h(P)=s 或 者 s 十 i. 

:证 明 : 若 一 4=@f 二 … 十 0, mE 了 则 了 中 你 


- +1 1 和 
(Ey) (SY) . | 
-ty (< Lo 十 …， (< o) ， 
即 @ 为 (s 十 1) 平 方 和 和， 于 是 CF)<s 十 1， 另 一 方面 ， 一 不 
是 (s 一 了 平方 和 , 从 而 轧 ( 丙 ) >s， 从 而 2(P) 一 或 s+T， 
事实 上 ,A(F)=s( 了 ) 和 有 CP) 一 s() 十 1 均 可 能 发 生 . 例 
如 对 也 =0, 则 s(F) =h(F) 一 1 而 对 了 =0[ 实 , 则 s(F) 一 l 
但 是 i 一 M 一 工 不 为 Q[ 习 中 完全 平方 , 因为 


VI-+ tA 


从 而 h(FP)>1, 于 是 h(F)=2= -D+ 
[ 例 B】 设 了 =BR (vi, zw3, …, wn …)， 即 包含 无 限 个 变 
量 cz， za …， 2 … 的 实 系数 有 至 通 数 域 由 上 小 节 引 理 9 知 
道 工 + 巡 十 … 十 好不 是 及 (co ,oo) 中 天 平方 和 ， 易 知 它 也 
不 是 域 了 中 中 平方 和 ， 由 于 ”可 任意 大 ， 这 就 表明 思 (Z) = 
以 上 我 们 对 一 些 域 决 定 出 其 高 度 值 . : 但 是 对 于 多 数 域 ， 
其 高 度 的 确切 值 至 今 不知 ， 特别 吸引 人 的 是 下 述 问题 : 
给 了 域 和正 整 数 %, 试 决定 有 理 函 数 域 下 (ca …，z,) 
的 高 度 . 特别 地 ，h((wm1,…， ww)) 是 如 何 依赖 于 % 和 域 万 
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的 ?这 问题 甚至 对 于 两 个 简单 的 域 也 一 肪 和 QQ 均 未 解决 . 

II (FB 的 情形 ) 我 们 在 上 小 节 证 明了 1 十 到 十 … 十 
mm 不 是 及 (wi an) 中 的 呈 平 方 和 ,因此 1 及 (za，…，o)) 
之 mn 十 1 另 一 方面 ， 费 斯 特 于 60 年 代 发 展 了 一 套 关 于 二 次 型 
的 代数 理论 。 利用 这 个 理论 他 巧妙 地 证 明了 及 (C21, …, %,) 
中 每 个 正定 有 理 函 数 f (m1, …, en) 均 是 及 (v1,…, zy) 中 的 
平方 和 , 即 证 明了 hCB(lvi ,20)) 所 2". 

当 w=1 时 , 由 上 述 两 个 结果 即 知 (BR(z)) =2.， 事实 上 ， 
这 就 是 我 们 第 2 小节 中 的 定理 1， 当 w=2 时 ,上述 二 结果 者 
明 3<h(B(w, y))<4，1976 年 ， 卡 塞 斯 、 费 斯 特等 三 人 利用 
椭圆 曲线 理论 证 明了 正定 多 项 式 1 

f (8, 9) =1+oy + wy Bo 

不 是 BR(w, y) 中 三 平方 和 ,于 是 &(B(w, y)) =4. 

当 n>3 时 ， 目 前 只 知 1 十 psp(BR(c oh)) 窒 2"， 没 
有 决定 出 &( 及 (zc …，2zw)) 的 确切 值 来 . 

II (了 =Q 的 情形 ). 1906 年 , 妥 道 (Landau) 证 了 Q(z) 
中 每 个 正定 多 项 式 均 为 Q) 中 8 平方 和 .1971 年 , Pourohet 
证 明了 人 Q(w) 中 正定 多 项 式 均 为 Q@(w) 中 5 平方 和 , 并且 5 
是 最 好 可 能 , 换 句 话说 ,他 证 明了 PQ (zw)) =5. 事实 上 ; 他 在 
文章 中 证 明了 对 任意 代数 数 域 区, h( 玉 (z))<5.。 人们 猜想 
h(Q (ca oo )<2 二 3. 当 n 一 0 和 1 时 我 们 知道 等 式 成 立 ， 
但 是 对 n>2 情形 不 知 这 猜想 是 否 正 确 ， 更 不 知 h(Q@(wmi,…， 
ww) ) 的 确切 值 是 多 少 . 

. 练习 设 玉 是 无 序 域 ，s( 了 )=s， 求 证 MF(2)) etl, 特别 地 ， 
hCG “0 Dn))=2, PALiTCSL, oo Tn))=3, 
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附录 ， 一 点 初等 数论 


在 这 个 附录 里 , 我 们 讲 一 点 本 书 所 第 要 的 初等 数论 符号 、 
基本 概念 和 结果 ， 关 于 结果 的 证 明 可 见 任何 一 本 初等 数论 参 
考 书 ， 初 等 数论 的 出 发 点 是 : 

算术 基本 定理 ”每 个 大 于 1 的 正 整 数 n 均 可 唯一 (不 计 
加 子 次 序 ) 地 写成 有 限 个 素数 乘积 : 

的 一 区 下 人 区 0 ©@ 
其 中 pi, ps,…, 2 为 不 同 的 素数 ，ra， ra -…，rs 为 正 整数 . 
@ 式 叫 作 % 的 标准 分 解 式 . 


整除 设 a 和 5 是 整数 , a*0. 如 果 一 2 为 整数 ， 则 称 & 


整除 6, 表示 成 ag] 6. 否则 , 即 a 不 能 整除 5 表示 成 oj2， 当 
o123 时 , & 时 号 的 因子 , 时 c 的 傍 数 . 非 零 整数 44, 02, …, a 
的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 分 别 记 作 (ci，ca，…，qn) 和 [ca， 
ao … Qn]， 如 果 (@, 3) =1, 则 称 g 和 2 互 素 . 

同 余 性 质 设 m 为 正 整 数 . 整数 x2 和 2 称 作 模 m 同 余 ， 
是 指 m|4 一 5， 表 示 成 4 三 5(mod m)。 同 余 式 有 如 下 运算 性 
质 ， 

(1 车 4 二 5 (modm), oc 三 4(mod mm), 则 

a+tc=b+td(mod m), ac=bd (mod m), 
(2) 车 te 硅 beC(mod mm) ,并且 (e, mx) 一 二 出 


=b (mod m), 
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(8) 若 (a, m) =1, 则 存在 整数 a, 使 得 oo'=1(modm)， 
并 且 o 在 模 m 的 意义 下 是 唯一 的 . 
所 有 整数 按 模 m 分 成 zw 个 同 余 类 ， 同 一 类 中 任意 二 数 彼 
此 模 m 同 余 , 不 同类 中 的 数 彼此 模 m 不 同 余 ， 每 个 同 余 类 中 
取出 一 个 数 作为 代表 , m 个 代表 组 成 一 个 模 m 的 完全 刺 余 系 . 
例如 {0, 1，2, …, m 一 二 便 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 当 mn 
2 一 工 m—3 一 3 
为 数 时 5 7 2 一 0,1,., 一 2 
了 |} 也 是 模 m 的 完全 剩余 系 , 因此 当 m 为 奇数 时 ， 对 每 个 
整数 &, 均 存在 5, 使 得 三 bCmod m), 并 且 | 引 < 多 | 
设 2 为 奇 素数 , pfa， 如 果 同 余 方程 2 二 o《mod p) 可 解 
则 称 4 是 模 p 的 二 次 市 余 、 否则 便 称 为 二 次 非 齐 余 ， 模 p 的 
二 次 剩余 (类 ) 有 也 个 ， 它 们 是 二 2, 32，…， (25+) 
(所 在 的 同 余 类 ), 从 而 模 p 的 二 次 非 剩余 也 有 卫 个 .两 个 
模 p 二 次 莘 余 之 积 及 两 个 模 p 二 次 非 剩余 之 积 均 是 二 次 剩 
余 ; 而 一 个 模 w 二 次 剩余 和 一 个 二 次 非 剩余 之 积 是 二 次 非 剩 
余 . 如 果 我 们 引入 记号 . 
(2)- 位 车 a 为 模 p 二 次 剩余 ， 
1 车 4 为 模 p 二 次 非 剩余 ， 


Pp 
则 上 面 结论 可 简写 成 


-8) nem 
( 台 )Wff 匠 让 得 (Logendre) 具 池 下 面 是 初等 数论 又 一 


个 重要 结果 , 它 可 用 来 有 效 地 计算 勒 让 得 符号 值 , 虽然 它 在 娄 
论 中 的 地 位 和 作用 远 远 不 仅 如 此 .. 
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—_1 3 f1， 车 nw 三 1(mod 人 4)， 
(3)=C» -| 一 土 ， godd) 
2 0 [1i,， 车 wp 三 土 ](mod8)， 
(8)- -也 车 p= 土 3(mod8). 
(二 次 互 反 律 ) 设 p 和 9 是 不 同 的 奇 素数 , 则 
1 [ -1, 车 p=g 二 3(mod 人 4)， 
(ED)- DT 
一 次 不 定 方程 设 Q1 4s …, am 是 m 个 非 零 整数 ,并 且 
《ca 42，…， lim) 一 1, 则 对 每 个 整数 mn, 不 定 方程 
181 十 Ca0g 十 十 Cr0Om 一 名 
必 有 整数 解 (za，zoe，…，zm) . 
素数 ”素数 在 正 整数 集合 中 的 分 布 特性 是 解析 数论 的 一 
个 中 心 议 题 . 早 在 公元 前 三 世纪 , 欧 几 里 得 便 证 明了 存在 无 
穷 多 个 素数 ( 反 证 法 ， 如 果 只 有 有 限 多 个 素数 pi, pz, …， Ps， 
如 何 把 p4…ps 十 1 分 解 成 素数 乘积 ? ) 我 们 在 本 书 中 还 需要 上 比 
它 再 精细 一 点 的 事实 , 但 是 证 明 却 很 不 简单 . 
狄 里 赫 利 (Diriohlet) 算 术 级 数 中 的 素数 定理 设 和 
7 是 两 个 互 素 的 正 整 数 , T1<I<8 一 二 则 在 算术 级 数 (或 叫 等 
差 数 列 ) 
{1, Lth, Vt2%, L838h, .1 }={I+np|n2>0} 
一 {nm 为 正 整数 |n 二 1(mod )} 
中 存在 无 穷 多 个 素数 . 


